EINLEITENDE UBERSICHT ZU DEM SEMINAR
»D-ADISCHE GALOISDARSTELLUNGEN*
IM SOMMERSEMESTER 2004

BENJAMIN KLOPSCH

1. WIE IST DAS THEMA DES SEMINARS EINZUORDNEN?

Die endlichen algebraischen Erweiterungen des Korpers Q der rationalen Zahlen
spielen in der Zahlentheorie eine iiberaus wichtige Rolle. Als markante Beispiele seien
die quadratischen Zahlkorper und die Kreisteilungskérper erwéhnt, deren Struktur
sehr gut verstanden ist. Der algebraische AbschluB Q von Q, der sich aus den einzel-
nen endlichen algebraischen Erweiterungen zusammensetzt, ist ein ziemlich grofes
und kompliziertes Objekt. Die Galoissche Theorie (unendlicher Korpererweiterun-
gen) zeigt, daBl sich die Struktur von Q exakt wiederfinden l#Bt in der absoluten
Galoisgruppe Gg = Aut(Q) von Q. Diese Gruppe triigt eine natiirliche Topologie
und gehort zur Klasse der sogenannten pro-endlichen Gruppen.

Eine geeignete Methode zur Erkundung der Gruppe Gy ist es, endlich dimen-
sionale Darstellungen von Gg iiber diversen Korpern zu betrachten. Grob gesagt
versucht man, die mysteriose Gruppe Gg stetig und homomorph auf (zumindest
psychologisch) viel konkretere Matrizengruppen abzubilden und somit Einblick in
die Struktur von Gg zu gewinnen. Interessante Darstellungen werden auf natiirli-
che Weise von elliptischen Kurven und anderen geometrischen Objekten vermittelt.
Es stellt sich heraus, dafl Gg iiber dem Korper der komplexen Zahlen nur endliche
Darstellungen besitzt. Ganz anders ist die Situation, wenn man als Grundkérper
einen p-adischen Zahlkorper wahlt. Letzteres fithrt zu den sogenannten p-adischen
Galoisdarstellungen, zu deren Studium das Seminar hinfithren méochte.

Jede p-adische Darstellung induziert (durch Restklassenbildung) eine Darstellung
iiber einem endlichen Korper der Charakteristik p. Umgekehrt kann man versuchen,
von einer vorgegebenen Darstellung {iber einem endlichen Kérper der Charakteristik
p zu einer p-adischen Darstellung aufzusteigen. Dieses Problem 148t sich in sehr allge-
meiner Form erstaunlich erfolgreich behandeln. Die sogenannten Deformationen von
Galoisdarstellungen, die man erhélt, liefern ein wichtiges Werkzeug der modernen
Zahlentheorie.



2. WAS FUR VORTRAGE WIRD ES GEBEN?

Geplant sind Vortréige zu den folgenden Themenbereichen.

(1) Korpererweiterungen und Grundgedanken der Galoissche Theorie

(2) Unendliche galoissche Erweiterungen (Beispiel: die absolute Galoisgruppe
eines endlichen Korpers)

(3) Abelsche Erweiterungen von Q (Satz von Kronecker-Weber)

(4) Einige Begriffe und Ergebnisse aus der algebraischen Zahlentheorie (Haupt-
beispiele: quadratische Zahlkérper und Kreisteilungskorper)

(5) Darstellungen von Gruppen und Galoisdarstellungen iiber C (einfachste Félle
des Inversen Galois-Problems)

(6) p-adische Zahlen und die lokale Struktur der absoluten Galoisgruppe Gg

(7) Elliptische Kurven — eine knappe Einfithrung

(8) Galoisdarstellungen mittels elliptischer Kurven (mit konkreten Beispielen)

(9) Deformationen von Darstellungen (Begriffsbildung)

10) Universelle Deformationen (allgemeine Beschreibung)

11) Explizite Deformationen (Konstruktionen)
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3. WELCHE VORKENNTNISSE WERDEN ERWARTET?

Vorkenntnisse iiber die Galoissche Theorie, Ergebnisse der algebraische Zahlen-

theorie oder die Theorie der elliptischen Kurven sind nicht notwendig, aber — wo
unwiderruflich vorhanden — natiirlich von groflem Wert.

Bei der obigen Vortragsliste handelt es sich um einen ersten Plan, den wir im

Laufe des Semesters nachkorrigieren sollten.

4. VORTRAGSPLANUNG

Die Vergabe der einzelnen Vortragsthemen sprechen wir direkt miteinander ab.

Ungefihr zwei Wochen vor Eurem jeweiligen Vortragstermin solltet Thr mich aufsu-
chen, damit wir den Vortragsinhalt genauer absprechen kénnen. Auflerdem bietet
es sich an, dafl Thr mir ein paar Tage vor Eurem Termin noch einmal kurz die
Endfassung des Vortrages zeigt, damit letzte Fragen geklirt werden kénnen.
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