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Eine kleine Auswahl von Mathematikern, deren Namen eng mit der
elementaren Zahlentheorie verbunden sind.

EUkKLIDES (um —300). Griechischer Geometer, der in Alexandria lehrte. Schrieb
unter anderem die ,,Elemente®, ein dreizehnbéandiges Werk, in dem die Mathema-
tik in der Gestalt einer axiomatisch-deduktiven Theorie erscheint. Buch VII der
,Elemente* enthélt eine Einfithrung in die Zahlentheorie.

D1oPHANTOS (um 250). Griechischer Mathematiker in Alexandria, der sich um die
Weiterentwicklung der Arithmetik verdient gemacht hat und erste Ansétze zu ei-
nem algebraischen Symbolismus entwickelte. Sein Hauptwerk ,, Arithmetica“ be-
steht aus einer Sammlung von zahlentheoretischen Problemen und deren Losun-
gen.

LEONARDO DI P1sA (F1BONAcCCI) (circa 1180-1228). Weitgereister Kaufmann und
Kenner der islamischen Welt, aufgewachsen in Nordafrika. Mit seinem Buch ,, Liber
abaci® fiihrte er in Europa das Rechnen mit arabischen Ziffern im Dezimalsystem
ein. Erlaubte negative Zahlen und Null als Losungen von Gleichungen.

PIERRE DE FERMAT (1601-1665). Franzosischer Jurist und Parlamentsrat in Tou-
louse. Hobby-Mathematiker mit wenig Liebe fiirs Detail. Lieferte wichtige Bei-
tréage zur Zahlentheorie, analytischen Geometrie und Infinitesimalrechnung. Mit-
begriinder der Wahrscheinlichkeitstheorie.

LEONHARD EULER (1707-1783). Mathematiker, Physiker und Philosoph, geboren
in Basel. Vater von dreizehn Kindern. Wirkte an den Akademien in St. Petersburg
und Berlin. Bedeutende Ergebnisse in fast allen Bereichen der Mathematik und
Verfasser zahlreicher einfluireicher Lehrbiicher.

JOSEPH Louis LAGRANGE (1736-1813). Mathematiker und Physiker. Arbeitete in
Turin, Berlin und Paris. Ahnlich wie Euler sehr vielseitig und produktiv; schrieb
wichtige Lehrbiicher.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752-1833). Franzosischer Mathematiker. Wirkte in
Paris. Beschiftigte sich mit den Grundlagen der Geometrie (Parallelenaxiom),
mit Zahlen- und Funktionentheorie.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855). Astronom, Mathematiker und Physiker, ge-
boren in Braunschweig. Professor und Direktor der Sternwarte in Gottingen. Lei-
stete auf vielen Gebieten der Mathematik ausgefeilte Beitrige, unter anderem
zur Zahlentheorie (,,Disquisitiones Arithmeticae“, 1801). Entwickelte sehr weit-
reichende Ideen, die aber teilweise unveroffentlicht blieben.

PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859). Professor fiir Mathematik in
Breslau, Berlin und Goéttingen. Lieferte wichtige Beitrdge zur Analysis und Zah-
lentheorie und war ein erfolgreicher akademischer Lehrer.

JuLius WILHELM RICHARD DEDEKIND (1831-1916). Professor fiir Mathematik in
Ziirich und Braunschweig. Arbeitete vor allem auf den Gebieten Algebra und
Zahlentheorie. Bedeutend als Herausgeber der gesammelten Werke von Dirichlet,
GauBl und Riemann. Finer der ersten Vertreter der Mengenlehre.
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KAPITEL 1

Primfaktorzerlegung

Eine wichtige Grundlage der Zahlentheorie bildet der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahlen. Wir geben zunéchst einen direkten Be-
weis dieser Tatsache an. Anschliefend erldutern wir in einem Ausblick, wie sich das
Phénomen der eindeutigen Primfaktorzerlegung allgemeiner in den Idealgruppen al-
gebraischer Zahlringe fortsetzt.

1. Der Ring Z der ganzen Zahlen

Die elementare Zahlentheorie beschéftigt sich in erster Linie mit den Eigenschaf-
ten der natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... beziiglich der Addition und Multiplikation. Die
Methoden sind ,,elementar®, in dem Sinne, dafl z.B. keine komplizierteren Hilfsmittel
der Analysis oder Algebra benutzt werden.

Wir miissen uns zunéchst einige Gedanken iiber die Natur der Zahlen selbst
machen, egal wie vertraut sie uns erscheinen mogen. Oft zitiert findet sich der Aus-
spruch KRONECKERs, die ganzen Zahlen habe der liebe Gott gemacht, alles andere
sei Menschenwerk. Egal, ob man dem zustimmen mag oder nicht, ausgehend von den
Ideen CANTORs und DEDEKINDs hat sich die Mathematik im Laufe des zwanzig-
sten Jahrhunderts immer stédrker zu einer mengentheoretischen Beschreibung ihrer
Ergebnisse hinentwickelt. Geméafl dieser Sichtweise bauen alle mathematischen Ob-
jekte, insbesondere auch die Zahlen, auf dem (undefinierten) Grundbegriff der Menge
auf.

Tatséchlich haben die natiirlichen Zahlen ihren Ursprung in der Tatigkeit des
Zahlens, und dies setzt unbestreitbar die Existenz gewisser zu zéhlender und damit
unterscheidbarer Objekte voraus. In [3] heifit es:

,Wenn man also mit einem einzigen Satz beschreiben wollte, wo-
mit die Mathematik befafit ist, konnte man sagen, dafl sie aus der
Vielfalt der uns umgebenden Wirklichkeit einen einzigen Aspekt
— und nur diesen — aufgreift und ausarbeitet, ndmlich den folgen-
den: Es sind iiberall einzelne Objekte erkennbar, die man deutlich
voneinander unterscheiden und nach Belieben gedanklich zu An-
sammlungen zusammenfassen kann.*

Diese Auffassung spiegelt deutlich den naiven Mengenbegriff CANTORs aus dem
Jahre 1895 wider: ,Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche Elemente der
Menge genannt werden, zu einem Ganzen.“

Beispiele von Mengen liefern die vertrauten Zahlbereiche:

N={1,23,...} Menge der natiirlichen Zahlen,
Np:={0}UN Menge der natiirlichen Zahlen einschlief8lich Null,
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen.
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Streng genommen miiffiten diese Mengen erst einmal aus den Axiomen der Mengen-
theorie konstruiert werden. Die entsprechenden Uberlegungen hierzu gehen zuriick
auf DEDEKIND. Wir begniigen uns an dieser Stelle mit einer knappen Skizze, um
zumindest die allgemeine Vorgehensweise ersichtlich zu machen. Ausfiihrlicher und
sehr lesenswert ist in diesem Zusammenhang [2, Kapitel 1].

Den Ausgangspunkt fiir unsere Konstruktion bilden eine Menge N mit ausge-
zeichnetem Element e und eine Abbildung ¢ : N — N (die sogenannte Nachfolger-
funktion), so daf§ die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) ¢ ist injektiv,

(2) e & Bild(e),
(3) jede Teilmenge T"C N mit e € T und T C T ist schon gleich V.

Die Existenz eines solchen Tripels (N, e, ) ist gleichbedeutend mit der Existenz
iiberhaupt irgendeiner unendlichen Menge. Letzteres wird innerhalb des ZERMELO-
FRAENKELschen Systems axiomatisch gefordert. Die namhaften PEANOschen Axio-
men sind dquivalent zu (1)—(3), sofern sie nur mengentheoretisch interpretiert wer-
den.

Das Tripel (N, e, ) liefert ein (nicht kanonisches) Modell fiir die natirlichen
Zahlen: Man schreibt N := N und etwas suggestiver 1 := e, 2 := 1%, 3 = 2%,
etc. In den Axiomen (1) und (2) wird die naive Vorstellung des Zéhlens begrifflich
prézisiert: Man beginnt bei Eins und zdhlt immer weiter, ohne jemals erneut auf
eine schon genannte Zahl zu stofien. Das Axiom (3) besagt anschaulich, da man
durch beharrliches Fortzéihlen schliellich jede Zahl erreicht, und ist gleichbedeutend
mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion.

MEMO. Eine teilweise geordnete Menge ist ein Paar (M, <), bestehend aus einer
Menge M und einer zweistelligen Relation < auf M, so daf fiir alle a,b,c € M
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) a < a (Reflexivitét),

(2) (a<bAb<a) = a=0> (Antisymmetrie),

(3) (a<bAb<c¢) = a<c(Transitivitit).
Eine total geordnete Menge (auch Kette genannt) ist eine teilweise geordnete
Menge (M, <), in der je zwei Elemente vergleichbar sind, d.h. fiir alle a,b € M
gilt a < b oder b < a (Linearitét).

Der sogenannte DEDEKINDsche Rekursionssatz liefert die Eindeutigkeit der natiir-
lichen Zahlen und erlaubt zugleich die Definition von Addition und Multiplikation.
Alle vertrauten Rechenregeln lassen sich nun nachweisen: Es gelten die bekannten
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze. Die Relation < wird wie folgt auf
N definiert: Es gilt m < n genau dann, wenn es ein k € N gibt mit m + k = n. Man
schreibt m < n, falls m = n oder m < n ist. Die Kleinergleich-Relation < ist dann
wie gewiinscht reflexiv, transitiv, antisymmetrisch und linear.

MEMO. Ein Paar H = (H, o), bestehend aus einer Menge H und einer assoziativen
Verkniipfung o auf H, heifit eine Halbgruppe. Ist H = (H, o) eine Halbgruppe und
e € H, so heifit e neutrales Element in H, falls fiir alle h € H gilt: eo h =
hoe = h. Existiert in einer Halbgruppe ein neutrales Element, so ist dieses schon
eindeutig bestimmt. Eine Halbgruppe (H, o) heifit kommutativ (auch abelsch),
falls die Verkniipfung o kommutativ ist.
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MEMO. Ein Paar G = (G, o), bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung
o auf G, heifit eine Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) G ist eine Halbgruppe mit neutralem Element e.

(2) Zu jedem a € G existiert b€ G, so dal boa=aob=e.
Das Element b, dessen Existenz in Axiom (2) zu vorgegebenem a eingefordert
wird, ist (durch a) eindeutig bestimmt und heilt Inverses von a.
Die Gruppenverkniipfung wird meist multiplikativ geschrieben (neutrales Ele-
ment: 1, das zu a Inverse: a~!), fiir abelsche Gruppen benutzt man auch die
additive Schreibweise (neutrales Element: 0, das zu a Inverse: —a).

Das Bediirfnis, uneingeschrinkt Rechnungen immer komplexer werdender Na-
tur auszufiithren, motiviert schrittweise die nunmehr algebraische Konstruktion der
vertrauten Zahlbereiche

Ring der ganzen Zahlen,
Korper der rationalen Zahlen,

Korper der reellen Zahlen,

Q =® O N

Korper der komplexen Zahlen.

MEMO. Ein Tripel R = (R,+, ), bestehend aus einer Menge R und zwei Ver-
kniipfungen + und - auf R, heifit ein Ring, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Element heiit Nullelement

und wird mit 0 bezeichnet).
(2) (R,-) ist eine Halbgruppe.
(3) Fiir alle a,b,c € R gilt a(b+ ¢) = ab+ ac und (a + b)c = ac + be
(Distributivgesetze).

Ein Ring R heifit kommutativ, wenn (R,-) kommutativ ist. Ein Ring R heifit
nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R\ {0} gilt ab # 0. Ein Ring R heifit Ring mit
Fins, wenn die Halbgruppe (R, ) ein neutrales Element (Einselement) besitzt,
welches von 0 verschieden ist; ein solches Einselement wird mit 1 bezeichnet. Ein
Integritdtsbereich ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins.
Sei R ein Ring mit Eins. Ein Element a € R heifit Finheit in R, fallsesein b € R
gibt mit ab = ba = 1. Die Einheiten in R bilden beziiglich - eine Gruppe, die mit
R* bezeichnet wird.
Ein Kérper ist ein kommutativer Ring mit Eins, in dem jedes von Null verschie-
dene Element eine Einheit ist. Insbesondere ist jeder Korper nullteilerfrei.
Jeder Integrititsbereich R besitzt einen sogenannten Quotientenkdrper; dieser ist
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt dadurch, dafl er R als Teilring enth&lt und
minimal mit dieser Eigenschaft ist.

Die systematische Einfithrung der ganzen Zahlen beruht auf der Beobachtung,
daB jede ganze Zahl sich als Differenz zweier natiirlicher Zahlen darstellen la8t. Ahn-
lich wird die Definition von Q als Quotientenkérper von Z dadurch motiviert, dafl
jede rationale Zahl ein Bruch zweier geeigneter ganzer Zahlen ist. Die Konstruktion
von R aus Q ist vergleichsweise komplizierter, da hier auch topologische Gesichts-
punkte eine Rolle spielen.
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MEMO. Es sei R ein Ring und < eine (beliebige) zweistellige Relation auf R. Dann
heifit < eine Anordnung von R und das Paar R = (R, <) ein geordneter Ring,
wenn (R, <) eine total geordnete Menge ist und fiir alle a,b,c € R gilt:

(1) a<b = a+c < b+ c (Monotonie beziiglich +),

(2) (a<bA0<c¢) = ac < bec (Monotonie beziiglich -).

Die Verkniipfungen +, - sowie die Anordnung < lassen sich von N auf Z sinnvoll
fortsetzen, letztere durch die Definition: a < b genau dann, wenn b — a € Nj. Es gilt
der entscheidende

Hauptsatz 1.1 (Kennzeichnung der ganzen Zahlen). Die ganzen Zahlen Z bilden
unter der bekannten Addition und Multiplikation einen Integrititsbereich. Mit der
gewdhnlichen Kleinergleich-Relation wird 7. zu einem geordneten Ring, in dem jede
nach unten beschrinkte nicht-leere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Es 148t sich zeigen, dal die genannten Eigenschaften Z als geordneten Ring bis
auf Isomorphie eindeutig charakterisieren; vgl. [4]. Wir beenden diesen Abschnitt
mit einem ausfiihrlichen Beweis der folgenden Eindeutigkeitsaussage.

Satz 1.2. Auf dem Ring 7Z gibt es genau eine Anordnung, ndmlich die gewdohn-
liche Kleinergleich-Relation <.

Beweis. Sei < eine beliebige Anordnung von Z. Zu zeigen ist eigentlich: Fiir alle
a,b € Z gilt: a < b <= a < b. Aufgrund von Reflexivitdt, Antisymmetrie und
Vergleichbarkeit geniigt jedoch bereits eine Richtung, z.B.: Fiir alle a,b € Z mit
a < bist auch a < b.

Wir zeigen zunéchst: 0 < 1. Angenommen, dies gilt nicht. Das Prinzip der
Vergleichbarkeit liefert dann 1 < 0, und die Monotonie der Addition zeigt: 0 =
14+ (=1) < 0+ (—1) = —1. Die Monotonie der Multiplikation liefert daher 0 =
0-(—1) g (—1)-(=1) =1, also 0 < 1. Aus der Antisymmetrie folgt nun 0 = 1, ein
Widerspruch. Damit ist 0 < 1 wie gewiinscht.

Als néchstes beweisen wir per Induktion, daf fiir alle n € Ny gilt: 0 < n. Die
Reflexivitét sichert den Induktionsanfang: 0 < 0. Sei nun n > 0. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist 0 < n — 1. Aus 0 < 1 folgt dann gemé&f der Monotonie der
Addition: 0 1 =0+1< (n—1)+ 1 =n, also in der Tat 0 < n.

Seien nun a,b € Z mit a < b. Zu zeigen ist: a < b. Fiirwahr, aus a < b folgt
definitionsgeméaf k := b — a € Ny, und somit gilt 0 < k. Die Monotonie der Addition
liefert daher a =a+ 0 < a+ k =0, also a < b wie gewiinscht. [

Die Anordnung < besitzt eine eindeutige Fortsetzung von Z auf Q, so dafl Q die
Struktur eines geordneten Korpers erhélt; fiir alle x,y € Q gilt: x < y genau dann,
wenn es n € N mit n(y — z) € Ny gibt.

Aufgabe 1.3. Besitzt der Kérper C der komplexen Zahlen eine Anordnung? Zeige,
da8 der Ring Z[v2] = {a + bv/2 | a,b € Z} genau zwei Anordnungen erlaubt. LBt
der Polynomring Q[X] eine Anordnung zu?

2. Teilbarkeit in Integritidtsbereichen

Wir betrachten in diesem Abschnitt etwas allgemeiner einen Integritatsbereich R,
d.h. einen kommutativen, nullteilerfreien Ring mit Einselement 1 # 0. (Zahlentheo-
rie 1laBt sich nicht nur auf Z, sondern z.B. auch auf Polynomringen iiber endlichen
Kérpern betreiben!)
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Definition 2.1. Seien a,b € R. Man sagt, a teilt b, wenn es ein ¢ € R gibt mit
ac = b, und schreibt dann a | b. Die Elemente a und b heilen zueinander assoziiert,
in Zeichen a ~ b, falls a | b und b | a.

Lemma 2.2. Seien a,by,bs € R.

(1) Die Teilbarkeitsrelation | ist reflexiv und transitiv (aber nicht symmetrisch!).
(2) Jedes Element aus R teilt 0; die Null teilt nur sich selbst.

(3) Ein Teiler von 1 teilt jedes Element von R.

(4) Es gilt a | 1 genau dann, wenn a eine Einheit ist (d.h. a € R*).

(5) Die Elemente by und by sind zueinander assoziiert genau dann, wenn gilt
b1 = bee fiir eine geeignete Einheit e € R*.

(6) Aus a | by und a | by folgt fiir alle ¢1,co € R: a | (c1by + c2by).

3
4
)

Diese Rechenregeln sind leicht nachzuweisen. Die Aussagen (1) und (5) des Lem-
mas besagen, dal ~ eine Aquivalenzrelation auf R definiert, deren Aquivalenzklassen
gerade aus den Mengen aR* = {ae | e € R*}, a € R, bestehen. Aus (5) sieht man
zudem, dafl assoziierte Elemente dasselbe Teilerverhalten haben.

Definition 2.3. (a) Seien a,b € R mit a | b. Dann heiit a trivialer Teiler von b,
falls gilt: a ~ 1 oder a ~ b; andernfalls heifit a echter Teiler von b.

(b) Sei @ € R\ ({0} U R*). Dann heifit a unzerlegbar (auch irreduzibel), falls a
keine echten Teiler besitzt; a heifit prim, falls fiir alle b,c € R aus a | bc schon a | b
oder a | ¢ folgt.

(c) Zwei Elemente a,b € R heilen zueinander teilerfremd, falls fiir jedes t € R
aus t | a und ¢ | b schon t € R* folgt.

Lemma 2.4. Sei p € R prim. Dann ist p unzerlegbar.

Beweis. Sei a € R ein Teiler von p. Wir finden b € R, so daf} gilt: p | p = ab. Da
p prim ist, folgt p | a oder p | b. Gilt p | a, so ist a assoziiert zu p und somit kein
echter Teiler von p.

Sei nun p | b. Wir finden ¢ € R, so daf gilt: p = ab = acp. Da R nullteilerfrei ist,
folgt 1 = ac. Also ist a € R* kein echter Teiler von p. OJ

MEwMmo. Sind G = (G, 0) und U = (U, *) Gruppen, so heifit U Untergruppe von G,
in Zeichen U < G, falls U C G und * = o|yxy. Sei G eine Gruppe und U C G.
Dann ist U (die Trégermenge einer) Untergruppe von G genau dann, wenn U
nicht leer ist und fiir alle a,b € U gilt a='b € U.

Aufgabe 2.5. In dem Ring R :=Z[v—5|={a+by—5|a, b€ Z} ist 2-3=6=

(14++/=5)(1 —/=5). Insbesondere gilt 2 | (1 + +v/—5)(1 —+/=5).
Zeige: (a) R* = {—1,1}, (b) 2 ist unzerlegbar (in R), (c) 2 ist nicht prim (in R).

MEMO. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I von R heifit Ideal von
R, in Zeichen I < R, falls gilt:

(1) I ist eine additive Untergruppe von R.

(2) Fiir alle a € Rund b € I gilt ab € I.
Fiir jedes a € R ist aR = {ab | b € R} ein Ideal von R; Ideale dieser Gestalt
heiflen Hauptideale. Ein Hauptidealring ist ein Integritétsbereich, in dem jedes
Ideal ein Hauptideal ist.
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Lemma 2.6. Sei R ein Hauptidealring und p € R unzerlegbar. Dann ist p prim.

Beweis. Seien a,b € R mit p | ab. Zu zeigen ist: p | a oder p | b. Offensichtlich ist
I:={x € R|p]|az} ein Ideal von R. Also finden wir m € R mit I = mR. Wegen
p € I gilt m | p. Da p unzerlegbar ist, folgt m € R* oder m ~ p. Ist m € R*, so ist
I = R, also 1 € I, und daraus folgt p | a. Sei nun m ~ p. Wegen b € I erhalten wir
p|lm|b,alsop|b. O

3. Eindeutige Primfaktorzerlegung in Z

Im Ring Z der ganzen Zahlen gibt es einen grundlegenden Zusammenhang zwi-
schen Teilbarkeit und Anordnung.

MEMO. Die (archimedische) Betragsfunktion ist auf Q wie folgt definiert:

2] T falls 0 < =z,
z| =
—x falls x < 0.

Fiir alle z,y € Q gilt:
(1) || >0, und |z| =0 <= z = 0;
(2) [yl = [z - |y;
(3) |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung).

Lemma 3.1. Es ist Z* = {—1,1}, und fir alle a,b € Z gilt:
(1) alb = la <0, (2) a~b < la] =0

Diese Beobachtungen ergeben sich leicht mit Hilfe der Monotonie-Eigenschaften
der Kleinergleich-Relation. Aufgrund von Aussage (2) beschrénkt man sich bei Teil-
barkeitsbetrachtungen in Z oft auf den Bereich der natiirlichen Zahlen: Die Menge
Ny bildet ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen beziiglich ~ in Z.

Definition 3.2. Fiir a € Z bezeichne T (a) := {t € N | ¢t | a} die Menge der
positiven Teiler von a.

Eine natiirliche Zahl p heifit Primzahl, falls p # 1 und T (p) = {1, p} ist. Die
Menge aller Primzahlen wird mit P bezeichnet.

Bemerkung 3.3. Es gilt: P = {p € Ny | p ist unzerlegbar in Z}.

Die Zahlen 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ... sind bekanntlich Primzahlen. Bereits in
den Elementen von EUKLID findet sich die Aussage, dafl ,,es mehr Primzahlen gibt
als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen®; siehe Satz 3.6.

Zugleich sollte man sich jedoch vor Augen halten: Es ist kein ,effektives” Ver-
fahren bekannt, das zu gegebenem n € N eine Primzahl p liefert, die grofler als n
ausfillt. Glaubt man http://primes.utm.edu/bios/home.php, so ist 224936583 _ 1 mit,
insgesamt 7235733 Dezimalstellen die bislang (Stichtag 13. Oktober, 2004) grofite
natiirliche Zahl, die in einem rechentechnischen Sinne nachweislich prim ist. Hierbei
handelt es sich — nicht ganz zuféllig — um eine sogenannte MERSENNEsche Primzahl.

Definition 3.4. Fir jedes a € Z \ {1, —1} ist die Teilermenge 7" (a) \ {1} nicht
leer und besitzt daher ein kleinstes Element, das wir mit kpT(a) bezeichnen.

Lemma 3.5. Sei a € Z\ {1,—1}. Dann gilt p := kpT(a) € P.



3. EINDEUTIGE PRIMFAKTORZERLEGUNG IN Z 7

Beweis. Sei t € T*(p) \ {1}. Zu zeigen ist: t = p. Aus t | p und p | a folgt ¢ | a,
und somit ¢ € T (a) \ {1}. Dies impliziert p = kpT(a) < t. Wegen ¢ | p gilt auch
t < p, insgesamt also t = p. 0

Satz 3.6 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Seien r € N und ay,as,...,a, € N. Offenbar reicht es, eine Primzahl
p zu bestimmen, die nicht unter den Zahlen aq,as,...,a, vorkommt. Setze n :=
aj---a, + 1> 2. Nach Lemma 3.5 ist p := kpT(n) € P.

Angenommen, p € {a1,...,a,}. Ausp | nundp|a;---a,folgtp | (n—ay---a,) =
1. Somit ist p € {1, —1}. Dies widerspricht der Tatsache p € P. O

Lemma 3.7 (Division mit Rest). Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es eindeutig
bestimmte q,r € Z mit den Eigenschaften: a = bq+ 1 und 0 < r < [b].

Beweis. Die Menge M := {m € Z | bm < a} ist nach oben bzw. nach unten
beschréankt, je nach dem, ob b > 0 oder b < 0 ist. Setze

_Jmax M falls b > 0,
T \min M falls b< 0

und 7 := a — bq. Dann haben ¢, r die gewiinschten Eigenschaften.
Seien nun §¢,7 € Z mit @ = b§ + 7 und 0 < 7 < |b|. Dann gilt b(qg — §) = 7 — 7,
also b | (7 —r). Aus |F —r| < |b] folgt daher 7 —r =0 und somit 7 =r, §=¢q. O

Satz 3.8 (Untergruppen von Z). Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die
Mengen U = mZ, m € Ny, versehen mit der induzierten Verkniipfung. Insbesondere
bildet jede additive Untergruppe von Z ein Ideal von Z.

Beweis. Offenbar sind die Mengen mZ, m € Ny, paarweise verschieden, und jede
von diesen bildet eine Untergruppe beziiglich der induzierten Verkniipfung. Sei nun
U eine beliebige Untergruppe von Z. Ist U = {0}, so gilt U = 0Z. Sei nun U # {0}.
Dann ist UT :={u € U | u > 0} # @. Setze m := minU™*.

Offenbar gilt dann mZ C U. Sei nun v € U. Division mit Rest liefert dann
u = mq + r fiir geeignete ¢, € Z mit 0 < r < m. Es folgt r = v — mq € U und,
aufgrund der Wahl von m, schliefilich » = 0. Also ist u = mq € mZ. Daraus folgt
U=mZ. OJ

Korollar 3.9. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealring.

Insbesondere besteht in Z geméfl Lemmata 2.4 und 2.6 kein Unterschied zwischen
den Eigenschaften , unzerlegbar® und ,,prim*“. Wir kommen nun zu dem grundlegen-
den Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung.

Hauptsatz 3.10 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Zu jeder natirlichen Zahl
a € N gibt es ein m € Ny und Primzahlen py,...,pm €P mit a =py -+ pp.

FEine solche Darstellung von a als Produkt von Primzahlen ist — bis auf die Rei-
henfolge der Faktoren — eindeutig durch a bestimmit.

Beweis. Sei a € N. Unter einer aufsteigenden Primfaktorzerleqgung (kurz: aPFZ)
von a verstehen wir ein Tupel (pi,...,pm), wobei m € Ny, p1,...,ppn € P mit
P <...<ppund a=p;---p,. Zu zeigen ist: a besitzt genau eine aPFZ.

Die Existenz einer aPFZ beweisen wir durch Induktion nach a. Der Induktions-
anfang a = 1 ist klar: Das leere Tupel () ist eine aPFZ von 1. Sei nun @ > 1. Nach
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Lemma 3.5 ist py := kpT(a) € PN T (a) der kleinste Primteiler von a. Wir finden
b € Z mit a = pob, und offenbar gilt b € {1,...,a — 1}. Nach Induktionsvorausset-
zung besitzt b eine aPFZ (p1,...,pm). Wegen {p1,...,pn} CPNTH () CPNT"(a)
ist po < p1,. .., Pm. Somit ist (po, p1,-..,pm) eine aPFZ von a.

Wir kommen nun zum Beweis der Eindeutigkeit. Sei sowohl (py, ..., pm,) als auch
(¢1,-..,qn) eine aPFZ von a. Ohne Einschriankung gelte m < n. Zu zeigen ist:
(p1y---yPm) = (q1, - - -, ). Wir benutzen Induktion nach m. Der Induktionsanfang
ist trivial: Aus m = 0 folgt @ = 1, und offenbar ist () die einzige aPFZ von 1. Sei nun
m>1.Esgilt:py |[a=¢q - g, und ¢; | a = p; - psn. Aufgrund der Primeigenschaft
von p; bzw. ¢ finden wir deshalb i € {1,...,n} und j € {1,...,m} mit p; | ¢; und
¢1 | p;- Da ¢; und p; unzerlegbar sind, folgt nun p; = ¢; und ¢; = p;. Das ergibt
¢1 < g = p1und p; < p; = qi, also p; = ¢q;. Die Induktionsvoraussetzung angewandt
auf a' := P2 Pm =42 (Qn liefert (p27 ce 7pm> = (Q27 s 7qn)' O

Aufgabe 3.11 (HILBERTsche Halbgruppe). Betrachte H := {4k + 1| k € N} =
{1,5,9,13,17,21,...}. Uberpriife, da H beziiglich der gewshnlichen Multiplikation
eine Halbgruppe mit Einselement bildet. Ein Element h € H heifle unzerlegbar, wenn
fiir alle a,b € H mit h = ab gilt: a = 1 oder b = 1. Beweise, daf} jedes Element h € H
sich als Produkt unzerlegbarer Elemente schreiben 148t. Ist eine solche Darstellung
(bis auf die Reihenfolge der Faktoren) stets eindeutig durch h bestimmt?

4. Ideale und Kongruenzen — ein Zwischenstiick

Die eindeutige Primfaktorzerlegung in Z kann als Spezialfall eines viel allgemei-
neren Phinomens angesehen werden. Letzteres 1a8t sich sehr iiberzeugend in der
Sprache der Ideale formulieren. In diesem Abschnitt vergegenwirtigen wir uns vor-
bereitend grundlegende Eigenschaften von Idealen.

MEMO. Sei R ein kommutativer Ring, und sei I < R. Zwei Elemente a,b € R
heiflen kongruent modulo I, in Zeichen a =; b, falls gilt a —b € I. Die so definierte
Kongruenzrelation =; auf R besitzt die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.
Ist I = mR ein Hauptideal, so schreibt man fiir a =,,r b auch kurz a =, b und
sagt, a ist kongruent zu b modulo m.

Auf der Restklassenmenge R/I = {a+1 | a € R} 1a8t sich mittels Repréisentanten
eine natiirliche Ringstruktur definieren: Fiir a+1,b+1 € R/I ist (a+1)+(b+1) =
(a+b)+ITund (a+I)(b+1I)=ab+ I. Die Abbildung R — R/I, a — a+ I ist
ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist definiert als
Kern(y) := {a € R | a® = 0} und bildet ein Ideal von R. Das Bild von ¢ ist
definiert als Bild(y) := {a¥ | @ € R} und bildet einen Unterring von S. Das Bild
von ¢ ist kanonisch isomorph zu dem Restklassenring R/ Kern(y).

Nach Satz 3.8 ist jedes Ideal von Z ein Hauptideal, d.h. von der Form mZ,
m € Ny. Das Rechnen mit ganzen Zahlen modulo einer festen Zahl m € Ny entspricht
gerade dem Rechnen im Restklassenring Z/mZ.

Beispiel 4.1 (Elementare Teilbarkeitstests). Sei N = [a,, @p_1,- - -, Golde, €ine im
Dezimalsystem geschriebene natiirliche Zahl. Es gelten also n € Ny, ag,...,a, €
{0,1,...,9} und N = ag + 10%a; + ...+ 10"a,,.
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Dann gilt:
2| N <= 2] ay, denn 10 =, 0;
4| N < 4] (ap+ 10ay), denn 100 =4 0;
8| N <= 8| (ap+ 10a; + 100as), denn 1000 =g 0;
5| N < 5]ay < ap € {0,5}, denn 10 =5 0.

Um die Teilbarkeit beziiglich 3,9, 7,11, 13 zu entscheiden, betrachte die folgenden
,Quersummen“:

S:=ayg+a+...+a,, S*i=ay—a;+ay—az+ ...+ (—=1)"a,,
T := (ap + 10a; + 100az) — (a3 + 10ay + 100as) + (ag + 10a7 + 100ag) — . ..

= [ag, a1, Golder — [@5, A4, G3laer + [as, a7, G6)der —

Dann gilt:
3|N << 3|5, denn 10 =3 1;
9N < 9|5, denn 10 = 1;
TN << 7|T, denn 1000 =; —1;
11| N «— 11|57, denn 10 =1 —1;
13| N <= 13 |1, denn 1000 =3 —1.

MEMO. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
Sei I < R. Dann heif3t I mazimales Ideal von R, falls I # R und aus [ ;Cé J <R
stets J = R folgt. Das Ideal I heifit Primideal von R, falls I # R und fiir alle
a,be Rmit abe I gilt: a € [ oder b € 1.
Man iiberlegt sich leicht:

(1) I ist ein maximales Ideal von R <= R/I ist ein Korper.

(2) I ist ein Primideal von R <= R/I ist ein Integritétsbereich.
Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.
Ein mazimales Hauptideal von R ist ein maximales Element in der durch C teil-
weise geordneten Menge {I | I # R ein Hauptideal von R}.

Die folgenden einfachen Beobachtungen legen schon nahe, dafl sich gewisse Teil-
barkeitseigenschaften zweckreich mit Hilfe des Idealbegriffs formulieren lassen.

Lemma 4.2. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt fiir alle a,b € R:

(1) a | b genau dann, wenn aR O bR;

(2) a ~ b genau dann, wenn aR = bR;

(3) a € R* genau dann, wenn aR = R;

(4) a ist unzerlegbar in R genau dann, wenn aR # {0} ein mazimales Haupt-
ideal von R ist;

(5) a ist prim in R genau dann, wenn aR # {0} ein Primideal von R ist.

Korollar 4.3. Sei m € Z. Dann ist der Restklassenring Z/mZ genau dann ein
Kérper, wenn |m| eine Primzahl ist.

Der englische Fachbegriff fiir Korper ist ,field“. Mittlerweile ist es iiblich, den
endlichen Kérper Z/pZ, p € P, mit dem Symbol F,, zu bezeichnen. Man kann sich
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iiberlegen, daB es allgemeiner zu jeder Primzahlpotenz p* bis auf Isomorphie ge-
nau einen Korper der Méchtigkeit p* gibt; dieser wird dann entsprechend mit F
bezeichnet.

5. Dedekindsche Ringe — ein Streifzug

Eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie spielen die sogenannten Ganzheitsringe
algebraischer Zahlkorper. Jeder von diesen stellt in gewisser Weise eine Verallge-
meinerung der gewohnlichen ganzen Zahlen dar. Einfache Beispiele sind Z[v/2] und
Z[v/—5]; vgl. Aufgaben 1.3 und 2.5. Ringe dieser Art — sie heiflen Ganzheitsringe
quadratischer Zahlkorper — werden ausfiihrlicher im néchsten Kapitel behandelt.

Auch in Ganzheitsringen algebraischer Zahlkorper gibt es eine eindeutige Prim-
faktorzerlegung, im allgemeinen jedoch nicht mehr auf der Ebene der Zahlen selbst,
sondern auf der Ebene der Ideale. Die entsprechenden Uberlegungen gehen zuriick
auf DEDEKIND und KUMMER; letzterer spricht noch von ,idealen Zahlen“. Eine
systematische Untersuchung der Ganzheitsringe findet in der algebraischen Zahlen-
theorie statt.

MEMO. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

Ein Ideal A von R heifit endlich erzeugt, falls es m € N und ay,...,a;, € R gibt
mit A=a1R+ ...+ anR.

Der Ring R heifit noethersch, falls jede nicht-leere Menge von Idealen von R ein
maximales Element beziiglich C enthélt.

Ein wichtiges algebraisches Werkzeug, welches in einem allgemeinen Rahmen
gewisserweise das Prinzip der vollstdndigen Induktion ersetzt, ist das sogenannte
Z0ORNsche Lemma. Man kann sich iiberlegen, daf§ dieses dquivalent zum sogenannten
Auswahlaxiom ist; siehe [2, Kapitel 14].

Zornsches Lemma. Sei (M, C) eine teilweise geordnete Menge, welche die fol-
genden Bedingungen erfillt: M # @ und jede nicht-leere Teilkette von (M, C) hat
eine obere Schranke in M. Dann besitzt M ein mazimales Element.

Lemma 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und sei A < R mit A # R.
Dann existiert ein maximales Ideal M von R mit A C M.

Beweis. Sei M die Menge aller Ideale I von R mit A C I S R. Wegen A € M
ist M nicht leer. Ist T eine nicht-leere Teilkette von (M, C), so ist |JT eine obere
Schranke von T in M; beachte hierbei, dal R ein Einselement besitzt. Damit sind die
Voraussetzungen fiir das ZORNsche Lemma erfiillt: M besitzt ein maximales Element

M. Offensichtlich ist M ein maximales Ideal von R mit A C M. O

Lemma 5.2. Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist R noethersch genau dann,
wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.

Beweis. Sei zunéchst R noethersch, und sei A < R. Bezeichne mit M die Menge
aller endlich erzeugten Ideale I von R mit I C A. Wegen {0} € M ist M nicht leer.
Wiihle ein maximales Element J von M beziiglich C. Es geniigt, zu zeigen: J = A.
Dazu machen wir die Widerspruchsannahme: J G A. Wiahle a € A\ J. Dann ist
I := J 4+ aR ein endlich erzeugtes Ideal von R mit J ; I C A. Dies widerspricht der
Wahl von J. Also ist A = J endlich erzeugt.

Sei nun vorausgesetzt, dafl jedes Ideal von R endlich erzeugt ist, und sei M
eine nicht-leere Menge von Idealen von R. Wir {iberpriifen die noch ausstehende
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Voraussetzung, um das ZORNsche Lemma anwenden zu konnen. Sei T eine nicht-
leere Teilkette von (M, C). Dann ist (JT ein Ideal von R, also endlich erzeugt und
damit schon gleich einem (zwangslaufig maximalen) Element von T. Somit bildet
T € T eine obere Schranke fiir T in M. O

Im folgenden bezeichne R stets einen Integritdtsbereich und K dessen Quotien-
tenkorper. Wir definieren

J(R) :={I| I # 0 ein Ideal von R},
P(R) :={P | P # 0 ein Primideal von R}.

Als néchstes wollen wir ein Produkt auf der Menge J(R) der von Null verschie-
denen Ideale erkldren.

Definition 5.3. Fiir Teilmengen A, B C K definieren wir das Produkt
Ao B :={a1by + ...+ apb, | m €N a; € A b; € B}.

Ist A = {a} einelementig und B additiv abgeschlossen, so schreiben wir in Uberein-
stimmung mit unserer bisherigen Praxis auch aB statt {a} o B.

Die Menge J(R) ist beziiglich o eine kommutative Halbgruppe mit R als Einsele-
ment. Fir alle A, B € J(R) gilt Ao BC An B e IJ(R).

Definition 5.4. Seien A, B € J(R). Man sagt, A teilt B, falls es ein C' € J(R) gibt
mit Ao C' = B, und schreibt dann A | B.

Lemma 5.5. Seien A, B € J(R) und P € P(R). Dann gilt:

(1) A| B impliziert A D B.
(2) P 2 Ao B impliziert P 2 A oder P 2 B.

Definition 5.6. (1) Fiir A € J(R) definiere A* := {z € K | xA C R}. Ein Ideal
A € J(R) heift invertierbar, falls A o A* = R ist.

(2) Wir sagen, R erfiillt die Teilerregel fiir Ideale, falls fiir alle A, B € J(R) gilt:
A | B genau dann, wenn A DO B.

(3) Wir sagen, R erfiillt die Kirzungsregel fiir Ideale, falls fur alle A, B, C' € J(R)
gilt: Bo A = C o A impliziert B = C.

Offenbar gilt A C Ao A* € J(R) fiir alle A € I(R). Wegen 1 € R ist R* = R.

Lemma 5.7 (Schwache Kiirzungsregel). Sei R noethersch, und seien A, B € J(R)
mit Bo A= A. Dann folgt B = R.

Beweis. Da R noethersch ist, finden wir nach Lemma 5.2 einm € Nund aq,...,a,, €
A\N{0} mit A =R+ ...+ a,R. Wegen A = Bo A finden wir byy,...,bpum € B,
so daf} gilt:

a; = anLl + blgag 4+ ...+ blmam,

Ay = bm1a1 —+ bm2a2 + ...+ bmmam.
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Daraus folgt

1—0bn —bip - — bim ay 0
—byy 1 —by - — bam a2 0
- bml - bm2 te 1— bmm A O

Die Determinante der Matrix auf der linken Seite ist von der Gestalt 1 —b mit b € B.
Da R ein Integritédtsbereich ist, gilt 1 —b =0, also 1 =b € B. Es folgt B=R. [

Definition 5.8. Ein Ring R heifit Dedekindring, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) R ist ein Integritétsbereich.

(2) Zu jedem A € J(R) gibt es ein m € Ny und Primideale Py,..., P, € P(R)
mit A = P, o...o P,. Eine solche Darstellung von A als Produkt von
Primidealen ist — bis auf die Reihenfolge der Faktoren — eindeutig durch A
bestimmt.

Dedekindringe lassen sich auf vielfdltige Weise charakterisieren. Zum Beispiel
ist R ein Dedekindring genau dann, wenn in ihm die Teilerregel fiir Ideale gilt.
Uns geniigt das folgende hinreichende Kriterium, welches sich vergleichsweise einfach
herleiten 1a83t.

Hauptsatz 5.9. Sei R ein noetherscher Integrititsbereich, in dem jedes von Null
verschiedene Primideal invertierbar ist. Dann folgt: R ist ein Dedekindring, und R
erfillt sowohl die Teiler- als auch die Kirzungsregel fir Ideale.

Beweis. Wir beweisen der Reihe nach die folgenden Aussagen:

(1) Zu jedem A € J(R) gibt es ein m € Ny und Primideale Py, ..., P, € P(R)
mit A=P,o...0oP,.
(2) Eine solche Darstellung von A als Produkt von Primidealen ist in dem
gewiinschten Sinne eindeutig.
(3) Jedes A € J(R) ist invertierbar; insbesondere gilt in R die Kiirzungsregel
fiir Ideale.
(4) In R gilt die Teilerregel fiir Ideale.
ad (1). Sei M :={A € I(R) |Vm € NgVP,,...,P, € P(R): Pio...o P, # A}
Zu zeigen ist: M = @. Angenommen, M ist nicht leer. Da R noethersch ist, besitzt
M ein beziiglich C maximales Element A. Offenbar gilt A # R. Also finden wir
aufgrund von Lemma 5.1 ein maximales Ideal Py von R mit A C F,. Dann ist
B := F;oA € IJ(R)und A C B. Wir behaupten A # B. Tatséchlich ergébe sich
aus A = B durch Multiplikation mit Py die Gleichung Ppo A = FhoFPfo A=A
im Widerspruch zu Lemma 5.7. Also gilt A ; B und damit B ¢ M. Wir finden
m € Ngund Py,..., P, € P(R) mit B= P,o...0P,. Daraus folgt A= Pyo B =
PyoPio...oP, im Widerspruch zu A € M.
ad (2). Seien m,n € Ny mit m <nund Py,...,P,,Q1,...,Q, € P(R) mit

(5.1) Pio...oB,=0Q10...0Q,.

Wir argumentieren mittels Induktion nach m. Ist m = 0, so ist die linke Seite von
(5.1) gleich R, und es folgt n = 0. Damit ist der Induktionsanfang gesichert. Sei
nun m > 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dafi P,
minimal beziiglich C unter den Idealen Pi,..., P, ist. Da P; ein Primideal ist,
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folgt aus P, O Q1 0...0 @), nach Lemma 5.5 etwa P, O Q. Ahnlich erhalten wir
Q1 2 P, fiir ein geeignetes ¢ € {1,...,m}. Also gilt P, 2 1 2 F,. Aufgrund der
Minimalitdt von P, folgt dann P, = @)1 = P,. Multipliziert man beide Seiten der
Ausgangsgleichung (5.1) mit P = @%, so ergibt sich Poo...0 P, = @Q20...0Q,.
Nun greift die Induktionsvoraussetzung.

ad (3). Sei A € J(R). Wir finden m € Ny und Pi,..., P, € P(R) mit A =
Pio...oP,. Dannist Pfo...o P, C A* also Ao A* = R.

ad (4). Seien A, B € J(R) mit A O B. Zu zeigen ist: A | B. Setze C := A*o B €
J(R). Dann gilt Ao C = B wie gewiinscht. O

Korollar 5.10. Jeder Hauptidealring ist ein Dedekindring.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Nach Lemma 5.2 ist R noethersch. Sei P €
P(R). Dann finden wir p € R\ {0} mit P = pR. Also gilt p~'R C P* und somit
Po P*= R, d.h. P ist invertierbar. O

Gleichbedeutend zu Korollar 5.10 ist die Aussage: Jedes Element eines Haupt-
idealringes 148t sich als Produkt von unzerlegbaren Elementen schreiben, wobei die
Faktoren in einem solchen Produkt bis auf Assoziation und Reihenfolge eindeutig
bestimmt sind.

Wichtige Beispiele fiir Hauptidealringe sind die sogenannten EUKLIDischen Rin-
ge. Unter diesen befindet sich etwa der Ring der ganzen GAussschen Zahlen Z[i;
siehe [5].

Aufgabe 5.11 (Fortsetzung von Aufgabe 2.5). Sei R := Z[v/—5|. Wir zeigen im
néchsten Kapitel, dal R ein Dedekindring ist. Wie 1&8t sich die Gleichung 2 -3 =
(14++/—5)(1 —+/—5) mit Hilfe der Idealtheorie deuten? Setze

P:=2R+ (1+vV-5)R, Qi:=3R+(1+vV=5)R, Q:=3R+(1—V-5HR

und zeige:

(a) P,Ql,QQ < CP(R),

(b) 2R = Po P und 3R = Q1 0 Qs,

(¢) (1++v=5)R=PoQ; und (1 —+/=5)R= PoQ,.
Also besitzt das Hauptideal 6R die Primfaktorzerlegung 6R = P o P o ()1 o (Qs.
Unterschiedliches Zusammenfassen der Primfaktoren liefert nun tatséchlich

2R03R=(PoP)o(Q0Qy)=(PoQ))o(PoQy)=(1++v-5)Ro(1—-+-5R.






KAPITEL 2

Quadratische Zahlkorper

Welche natiirlichen Zahlen lassen sich als Summe von zwei Quadraten darstellen?
Die Antwort zu diesem klassischen Problem kannte schon FERMAT: Eine natiirliche
Zahl n 148t sich genau dann als Summe von zwei Quadraten (ganzer Zahlen) schrei-
ben, wenn der quadratfreie Rest von n keinen Primteiler p der Form p =4 3 besitzt.

Der entscheidende Schritt in dem Beweis dieses schonen Satzes besteht darin,
zu zeigen, dafl jede Primzahl p mit p =4 1 tatsdchlich die Summe zweier Quadrate
ist. Zu einer Erkldarung dieses Sachverhalts kommt man auf die folgende natiirliche
Weise. Die Gleichung p = x%+y?2, iiber deren Losbarkeit mittels ganzer Zahlen x, y zu
befinden ist, vereinfacht sich, wenn wir vom Ring der ganzen Zahlen Z zum Ring der
sogenannten ganzen GAUSSschen Zahlen Z[i] = Z + Zi iibergehen. Hier gilt namlich
i? = —1, und die urspriingliche Gleichung ist dquivalent zu p = (z + yi)(x — yi). Es
ist dann zu iiberlegen, unter welchen Voraussetzungen und auf welche Art sich p in
dem grofieren Ring Z[i] faktorisieren lafit.

Zu einem ganz dhnlichen Ansatz fithrt das Studium der inzwischen weithin be-
kannten Schar von Gleichungen z" + y" = 2", n € N. In den Fillen n € {1,2}
lassen sich viele ganzzahlige Losungen direkt angeben; vgl. Arbeitsblatt 1. FERMAT
vermutete, dafl im Gegensatz dazu die Gleichung =" + y™ = 2" fiir n > 3 keine
Losungen z,y,z € Z \ {0} zulafit. Ein nicht elementarer Nachweis dieser Vermu-
tung gelang vor etwa zehn Jahren dem Mathematiker WILES, der damit weltweit
fiir Aufsehen sorgte. An dieser Stelle soll nur die folgende einfache Beobachtung
festgehalten werden. Bezeichnet man mit Z[(] den kleinsten Untering von C, der ne-
ben den ganzen Zahlen auch die primitive n-te Einheitswurzel ( = exp(2wi/n) € C
enthélt, so a8t sich die urspriingliche Gleichung etwas zweckméafBiger in der Form
(z—x)(2—Cx) -+ (2 —(""'z) = y" schreiben. Es ist also zu iiberlegen, unter welchen
Umsténden sich die n-te Potenz einer ganzen Zahl y in dem Ring Z|[(] auf die ange-
gebene Weise faktorisieren 148t. Insbesondere ist zu kléren, ob in einem geeigneten
Sinne eine eindeutige Primfaktorzerlegung in dem Ring Z[¢] moglich ist.

Die angefithrten Ringe Z[i] und Z[(] sind wichtige Beispiele fiir Ganzheitsringe
algebraischer Zahlkorper. In diesem Kapitel beschranken wir uns auf die Untersu-
chung von Ganzheitsringen in quadratischen Zahlkorpern. Letztere stellen ein Ver-
bindungsglied von der elementaren zur algebraischen Zahlentheorie dar.

1. Ganzheitsringe in quadratischen Zahlkorpern

Es sei C der Korper der komplexen Zahlen. Bekanntlich gilt C = R(4), wobei
i eine Wurzel der Gleichung X? + 1 bezeichnet. Als R-Vektorraum besitzt C die
Dimension zwei; es ist C = R+ Ri. Der Betrag einer komplexen Zahl z = z +yi (mit

x,y € R) ist gegeben durch |z| = /22 + 2.

15



16 2. QUADRATISCHE ZAHLKORPER

MEMO. Sei R ein Unterring eines kommutativen Ringes K, und sei ¢ € K. Dann
bezeichnet R|[a] den kleinsten Unterring von K, der sowohl R als auch a enthélt.
Ist K sogar ein Korper, so bezeichnet R(a) den kleinsten Unterkoérper von K, der
sowohl R als auch a enthélt.

Merke: Bekannterweise schreibt man R[X] fiir den Polynomring tiber R. Der
Ring R[a] ist gerade das Bild des natiirlichen Homomorphismus 7, : R[X] — K,
f(X) — f(a), der durch Einsetzen von a gegeben ist. Ebenso erhilt man den
Korper R(a) als Bild von R(X), dem Ring der rationalen Funktionen iiber R.

Ist K ein Korper mit Q C K C C, so kénnen wir K als Vektorraum iiber Q
auffassen. Die Dimension des Q-Vektorraums K heifit Grad von K iiber Q und wird
mit [K : Q] bezeichnet. Korper von endlichem Grad iiber Q heiflen algebraische
Zahlkérper. Wir studieren im folgenden diejenigen Zahlkorper, die gewissermaflen
am wenigsten von Q abweichen.

Definition 1.1. Ein Korper K mit Q C K C C und [K : Q] = 2 heifit quadrati-
scher Zahlkorper. Ist hierbei K C R, so wird K genauer reell-quadratisch, andernfalls
imagindr-quadratisch genannt.

Sei x € R. Fiir > 0 ist y/z iiblicherweise definiert als die nicht-negative Qua-
dratwurzel von z in R. Fiir z < 0 setzen wir nun fest: \/z := iy/—x. Somit gilt in
jedem Fall (/7)? = z und Va2 = |z].

Eine ganze Zahl d € Z heiit quadratfrei, falls d durch kein Quadrat n? einer gan-
zen Zahln € Z\{1, —1} teilbar ist, d.h. falls |d| Produkt von paarweise verschiedenen
Primzahlen ist.

Lemma 1.2 (Quadratfreier Rest). Zu jedem a € Q* gibt es genau eine quadratfreie
Zahl d € Z mit a(Q*)? = d(Q*)>.

Beweis. Sei a € Q*. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir ganze Zah-
len, 148t sich a im wesentlichen eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen schrei-
ben: Wir finden v € {0,1}, m € Ny, paarweise verschiedene py,...,p, € P und
ganzzahlige Exponenten ey, ... e, € Z\ {0}, sodaB a = (—=1)"-p7* - - - p&». Offenbar
ist a € (Q*)? genau dann, wenn v = 0 und alle Exponenten ey, ..., e, gerade sind.

Setze d := (—1)"-pf* - - p&m, wobei &; € {0, 1} fiiri € {1,...,m} jeweils durch die
Kongruenzbedingung e; =5 é; festgelegt ist. Dann ist d € Z offensichtlich quadrat-
frei und bestimmt dieselbe (Q*)2:-Nebenklasse wie a. Zudem ist d als quadratfreier
Vertreter eindeutig durch a bestimmt. 0

Satz 1.3 (Klassifikation der quadratischen Zahlkorper). Die quadratischen Zahl-
kiorper sind genau die Korper Q(v/d) mit d € Z\ {1} quadratfrei.

Beweis. Sei zunéchst eine quadratfreie Zahl d € Z \ {1} vorgegeben. Dann ist
Vid ¢ @Q, und man rechnet nach, da§ die Menge Q + Qv/d abgeschlossen bzgl. den
Grundrechenarten ist. Also ist Q(v/d) = Q + Qv/d ein quadratischer Zahlkorper.
Offenbar ist {22 | € Q(vd)*} N Q = (Q*)? U d(Q*)?. Daher ist d nach Lemma 1.2
eindeutig durch Q(v/d) bestimmt.

Sei nun umgekehrt K ein quadratischer Zahlkorper. Wir finden z € K\ Q. Dann
ist K = Q+Qz und insbesondere 2? = b+2ax mit a,b € Q. Setze y := v—a € K\Q.
Dann ist > = a®> + b € Q*. Nach Lemma 1.2 finden wir d € Z quadratfrei mit
(a% +b)(Q*)* = d(Q"). Dann ist K = Q(z) = Q(y) = Q(vVa® +b) = Q(v/d), und
insbesondere gilt dabei d # 1. U
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Im folgenden bezeichne d € Z\ {1} eine quadratfreie Zahl und K = Q(v/d) =
Q+Q+/d den zugehérigen quadratischen Zahlkérper. Zudem stehe o stets fiir den nicht-
identischen Automorphismus von K, der durch den nachstehenden Satz ausgezeichnet
wird.

Satz 1.4. Die Abbildung 0 : K — K,a + bVd — a — b\/d liefert einen nicht-
identischen Automorphismus des Korpers K. Aufler der Identitit und o besitzt K
keine weiteren Automorphismen: Aut(K) = {idg,o}.

Beweis. Es gilt K = Q(v/d) = Q[X]/(X? — d)Q[X]. Offenbar bildet der Ringau-
tomorphismus Q[X] — Q[X], f(X) — f(—X) das Ideal (X? — d)Q[X] in sich ab
und induziert somit einen nicht-identischen Automorphismus o von K.

Ist nun 7 € Aut(K) vorgegeben, so bildet 7 notwendigerweise jede rationale Zahl
auf sich selbst ab, und daher gilt d = d” = ((v/d)?)? = ((V/d)?)?, also (Vd)? €
{Vd, —/d}. Wegen K = Q(+/d) folgt 7 € {idg, o} O

Definition 1.5. Sei x = a + bv/d € K (mit a,b € Q). Die GroBen

Sp(z) == Spgg(z) ==z + 27 = 2a und N(z) := Ngjg := 227 = a® — b’d
heiflen Spur bzw. Norm von x (beziiglich der Koérpererweiterung K|Q).

Lemma 1.6. Die Spur ist eine lineare Abbildung des Q-Vektorraums K auf den

ein-dimensionalen Q- Vektorraum Q.
Die Norm induziert einen Gruppenhomomorphismus von K* nach Q*.

Beweis. Seien z,y € K und a € Q. Dann gilt
Sp(az +y) = (ax +y) + (ax + y)° = ax + a’z” +y +y°
= a(z +2°) + (y +y7) = aSp(z) + Sp(y).

Damit ist die Spur eine Q-lineare Abbildung, die wegen Sp(a/2) = a nicht die
Nullabbildung ist. Des weiteren gilt

N(zy) = (zy)(zy)” = zyz’y” = (z2”)(yy”) = N(z) N(y),
womit schon alles gezeigt ist. 0

Lemma 1.7. Sei x € K. Dann ist die Abbildung p, : K — K,y — yx ein
Endomorphismus des Q-Vektorraumes K. Die Spur und die Determinante von fi,
sind gerade Sp(z) und N(z). Es gilt z* — Sp(z)z + N(z) = 0.

Beweis. Offenbar ist die Rechtsmultiplikation p, mit x eine Q-lineare Abbildung.

Wegen K = Q + Q\/EZ finden wir a,b € Q mit z = a + bv/d. Die Matrix von
pie : K — K bzgl. der Q-Basis (1,v/d) ist dann

a b
M = (bd a)’

und sie hat tatsichlich die Spur 2a = Sp(x) und die Determinante a? — b*d = N(z).

Die angegebene quadratische Gleichung fiir x folgt aus dem bekannten Satz von
Cayley-Hamilton durch Ubergang von s, zu z. Oder man rechnet sie direkt nach:
2? — Sp(z)r + N(z) = 22 — (v + 27)x + (x27) = 0. O

Definition 1.8. Ein Element z € K heifit ganz, falls Sp(z) € Z und N(z) € Z.
Die Menge aller ganzen Zahlen in K wird mit O := Og bezeichnet.



18 2. QUADRATISCHE ZAHLKORPER

Man iiberlegt sich leicht, dal O N Q = Z ist. In diesem Sinne stellt O eine
Verallgemeinerung der gewohnlichen ganzen Zahlen dar. Als néchstes geht es darum,
zu zeigen, dafl O ein Unterring von K mit interessanten arithmetischen Eigenschaften
ist. — Schliellich wollen wir Zahlentheorie betreiben!

Wir setzen

(1+Vd)/2 fallsd =41,
Vd falls d #4 1.

Lemma 1.9. Es gilt O =Z + Zw = {a + bw | a,b € Z}.

Beweis. Sei © = a + bv/d € K (wobei a,b € Q). Nach Definition ist z € O
gleichbedeutend mit

20 =Sp(r)€Z und  a®—b*d =N(x) € Z.

Dies motiviert uns dazu, @ = a/2 und b = b/2 zu schreiben. Dann ist © € O
dquivalent zu

aceZ und (a®-0d)/4€Z,
also dquivalent zu
a,b € Z mit a* — b*d =4 0.
Merke, dal das Quadrat einer ganzen Zahl stets kongruent zu 0 oder 1 modulo
4 ist, und zwar je nachdem, ob diese Zahl gerade oder ungerade ist. Fiir d =4 1 gilt
daher z € O genau dann, wenn a,b € Z entweder beide gerade oder beide ungerade

sind. Fiir d #, 1 ist € O gleichbedeutend mit a,b € 27Z. Daraus ergibt sich die
Behauptung. O

Satz 1.10 (Struktur des Ganzheitsringes). Es gilt O = Z|w] = Z + Zw. Somit
bildet O einen Integrititsbereich, dessen Quotientenkdrper (innerhalb von K ) gleich
K st. Jedes Ideal von O lifit sich von zwei Elementen erzeugen; insbesondere ist
O noethersch. Die Finschrankung o|e des nicht-identischen Automorphismus von K
auf O liefert einen Ringautomorphismus.

Beweis. Zunéchst rechnen wir nach, da§ O = Z[w] ist. Nach Lemma 1.9 geniigt
es, nachzuweisen, dafl die Menge O = Z + Zw einen Unterring von K bildet. Nicht
offensichtlich ist dabei nur die Abgeschlossenheit unter Multiplikation. Konkret ist
zu zeigen: w? € O,

Ist d #4 1, so folgt unmittelbar w? = d € O. Ist d =4 1, so gilt (2w — 1)? = d,
also dw? —4dw +1=4d, also w? =w+ (d — 1)/4 € O. Damit ist O = Z + Zw = Z[w]
ein Unterring von K.

Als Unterring eines Korpers, der die 1 enthélt, ist O selbstverstédndlich ein Inte-
gritatsbereich. Offenbar ist K = Q(w) der Quotientenkérper von O = Z[w]. Fiir alle
x € K gilt per Definition x € O genau dann, wenn z° € O. Damit ist klar, daf§ o
einen Ringautomorphismus von O induziert.

Zu zeigen bleibt nur noch: Jedes Ideal von O l&8t sich von zwei Elementen er-
zeugen. Es gilt sogar: Jede additive Untergruppe von O = Z + Zw 1483t sich von zwei
Elementen erzeugen. Sei ndmlich U eine additive Untergruppe von Z + Zw. Dann
smd A={a€Z|3IbeZ:a+bweU}und B :={beZ|bwe U} additive
Untergruppen von Z, nach Satz 3.8 also von der Gestalt A = aZ und B = bZ. Wihle
¢ € Z mit a + cw € U. Eine einfache Rechnung zeigt: U = (a + cw)Z + bwZ. O
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Der Ring O heifit Ganzheitsring (auch Hauptordnung — daher der Buchstabe
0) des quadratischen Zahlkorpers K. Allgemeinere Ordnungen werden auf Arbeits-
blatt 5 studiert.

2. Einheiten in Ganzheitsringen quadratischer Zahlkorper

Im folgenden bezeichne wieder d € Z\ {1} eine quadratfreie Zahl, K = Q(v/d)
den zugehorigen quadratischen Zahlkérper und O den Ganzheitsring von K.

Die Einheitengruppe Z* = {1, —1} des Ringes Z der ganzen Zahlen ist zyklisch
der Ordnung zwei und damit denkbar klein. Die Beschreibung der Einheitengrup-
pe O* des Ganzheitsringes O héngt stark davon ab, ob K imaginér- oder reell-
quadratisch ist.

MEMO. Sei G eine Gruppe und S C G eine beliebige Teilmenge von G. Der
Durchschnitt (S) := ({U < S C U} aller Untergruppen von G, die S enthalten,
ist selbst eine Untergruppe von G und heifit die von S erzeugte Untergruppe. Ist
S = {s1,...,5m}, so schreibt man auch (si,...,sn) := (5). Lat sich G von
einem einzigen Element erzeugen, so heiit G zyklisch.

Man iiberlegt leicht, dafl jede zyklische Gruppe homomorphes Bild der unend-
lichen zyklischen Gruppe Z = (Z,+) ist: Die zyklischen Gruppen sind bis auf
Isomorphie genau die Gruppen Z/nZ = (Z/nZ,+) mit n € Ny. Insbesondere ist
nicht nur jeder Quotient sondern auch jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe
wiederum zyklisch; siehe Satz 3.8 in Kapitel 1.

Lemma 2.1. Sei x € O. Dann gilt x € O* genau dann, wenn N(z) € {1, —1} ist.

Beweis. Sei zuerst x € O*. Dann ist y := 271 € O und 1 = N(1) = N(ay)
N(z) N(y). Daraus folgt N(x) € Z* = {1, —1}.
Sei nun N(z) € {1,—1} vorausgesetzt. Dann ist y := N(z)z? € O und zy

N(z)zz® = N(x)? = 1. Somit gilt z € O*. O
Satz 2.2 (Einheitengruppe O* fiir imaginir-quadratische Zahlkorper). Seid < 0.
Dann gilt:
{1,i,—1,—i} 2 Z/AZ falls d = —1,
0" = {L 1+\2/?3’ _1+2\/?3> _17 _1_2\/j37 1_\2/j3} = Z/GZ falls d= =3,
{1,-1} = Z/27Z sonst.

Beweis. Sei x € O. Nach Lemma 2.1 ist z € O* gleichbedeutend mit |N(x)| = 1.

Wir betrachten zunichst den Fall d =4 1. Dann ist z = (a + bV/d)/2 € 0O,
wobei a,b € Z der Bedingung a =, b geniigen. Es gilt N(z) = (a? — b*d) /4. Wegen
d < 0 ist der letzte Ausdruck nicht-negativ und nur in endlich vielen Féllen gleich
1, nédmlich fir (a,b) € {(2,0),(—2,0)} und, falls d = —3, zusétzlich fiir (a,b) €
{(1,1),(=1,1),(—1,—1),(1,—1)}. Diese Werte liefern die angegebenen Einheiten.

Sei nun d %, 1. Dann ist © = a + bv/d mit a,b € Z, und es gilt N(z) = a® — bd.
Wegen d < 0 ist der letzte Ausdruck wieder nicht-negativ und nur in endlich vielen
Féllen gleich 1, ndmlich fir (a,b) € {(1,0), (—1,0)} und, falls d = —1, zusétzlich fiir
(a,b) € {(0,1),(0,—1)}. Wieder erhalten wir die angegebenen Einheiten. O

Die Beschreibung der Einheitengruppe eines reell-quadratischen Zahlkorpers ist
etwas aufwendiger. Bemerkenswert ist, dafl dabei mehrfach das einfache Schubfach-
prinzip eine entscheidende Rolle spielt.
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Dirichletsches Schubfachprinzip. Sind M, N Mengen mit #M > #N, so
gibt es keine injektive Abbildung M — N.

Anschaulich bedeutet dies zum Beispiel: In jeder Millionenstadt gibt es minde-
stens zwei Personen, die exakt die gleiche Anzahl von Haaren auf dem Kopf tragen.
Denn typischerweise hat jeder Mensch weniger als eine Million Haare.

Lemma 2.3. Sei ¢ € Ry, und bezeichne mit o den nicht-identischen Automor-
phismus von K. Dann ist {x € O | |z| < ¢ und |z7| < ¢} endlich.

Beweis. Setze ¢ := max{2c, c*}. Dann sind F := {fo + f1X + X? € Z[X] | |fo| <
¢und | fi1| < ¢} und folglich W :={w € C | 3f € F: f(w) = 0} endlich. Ist z € O
mit |z| < ¢ und |27] < ¢, so folgt f := N(z) — Sp(z)X + X? € F. Nach Lemma 1.7
haben wir f(z) =0, also x € W. O

Lemma 2.4. Sei x € Roq irrational und m € N. Dann gibt es ganze Zahlen a,b
mit (a,b) # (0,0), |a| < m, |b] <m und |a+ xb] < (1 +x)/m.

Beweis. Setzte M := {a + bx | a,b € Z mit 0 < a,b < m}. Da x irrational ist,
sind 1 und z linear unabhéngig iiber Q, also enthlt M wirklich (m+1)? verschiedene
Elemente. Weiterhin gilt fiir alle y € M die Abschitzung 0 < y < m(1 + z). Wir
denken uns das reelle Intervall [0, m(1 + z)] als Vereinigung von m? Intervallen der
Lénge L := (1+x)/m:

[0,m(1+z)] =[0,L]U[L,2L]U...U[(m?* — 1)L, m*L].
Nach dem Schubfachprinzip finden wir a;+by2, as+bsx € M und j € {0,...,m*—1},
so daf}
JL<a;+bix <ays+bx < (j+1)L.
Setze nun a := as — a; und b := by — by. Dann gelten (a,b) # (0,0), |a] < m, |b] <m
und 0 < a+ bz < (1 + x)/m, wie gewiinscht. O

MEMO. Die Ordnung einer Gruppe G ist die Anzahl |G| der Elemente von G.
Die Ordnung eines Elements g € G ist definiert als ord(g) := [(g)|. Elemente
endlicher Ordnung heiflen Torsionselemente. Ist G abelsch, so sieht man leicht,
dafl die Torsionselemente eine Untergruppe, die sogenannte Torsionsuntergruppe
von G, bilden.

Hauptsatz 2.5 (Einheitengruppe O* fiir reell-quadratische Zahlkorper). Es sei
d > 0. Dann ist O* = {1,—1} x Z, wobei Z eine unendliche zyklische Gruppe ist.

Beweis. Wegen O* C R* sind die Torsionselemente von O*, d.h. die Elemente
endlicher Ordnung in O, genau 1 und —1.
Da v/d € R irrational ist, zeigt Lemma 2.4, daB8 die endliche Menge

S = {a+bVd € Z+ZVd | (a,b) # (0,0), |a|] < m, |b] < m, |la+bVd| < (1+Vd)/m}

fiir kein m € N leer ist. Als néchstes beweisen wir, daf3 die Menge

S::U{Sm|m€N}
unendlich ist. Wegen 0 ¢ § geniigt es, zu zeigen, daf§ 8§ dem Betrage nach beliebig
kleine Elemente enthilt. Ist e € Ry vorgegeben, wihle m € N mit (1 ++/d)/m < e.
Dann finden wir in der Tat a 4+ bv/d € 8,,, € 8 mit |a + bv/d| < (1 4+ Vd)/m < e.
Also ist die Menge 8 unendlich.
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Fir m € N definieren wir
8t ={a+bVdeS$, |a>0}
8 :={a+bVdeS,, |a=0}.

Wegen v/d > 1 sind 89 = {V/d, —v/d} und 8°, = @ fiir m > 2. Weiterhin ist fiir alle
m e Nund a +bVd € 8, auch —a — bv/d € 8,,. Somit ist mit 8 auch die Menge

§Ti=| {8, ImeN} ={a+bVdeS|a>0}
unendlich. Als nichstes zeigen wir, da8 fiir alle x € 8T gilt
0 < |N(2)| < (1+ Vd)*

Seien dazum € Nund z = a+bv/d € 8 vorgegeben. Dann gelten die Abschiitzungen
la+bVd| < (14+/d)/m und |a|, |b| < m, also |a —bv/d| < m(1 4 +/d). Daraus folgt
tatsiichlich 0 < |N(z)| = |(a + bvVd)(a — bV/d)| < (1 + Vd)>.

Per Definition ist N(z) fiir alle € 81 ganzzahlig. Es folgt, dafl {N(z) | z € 8§*}
endlich ist. Nach dem Schubfachprinzip finden wir n € Z \ {0} mit |n| < (1 + Vd)?,
so daf3 die Menge

8§ :={r e8| N(z) =n}
unendlich ist. Wir definieren auf 8* eine Aquivalenzrelation, indem wir fiir a; +
biVd, as + byv/d € 8* festlegen:
a; + bl\/a ~ Qg + b2\/8, falls a; =,, as und by =,, bs.

Auf diese Weise zerfillt die unendliche Menge $* in hichstens n? Aquivalenzklassen.
Daher finden wir z; = a1 + blx/a, Ty = ag + byv/d € 8* mit 1, %+ x9, aber x1 ~ Ts.
Fir y := x1/z2 € K ist dann N(y) = N(z1)/ N(zg) = 1. Wegen z; # x9 ist y # 1;
wegen ay,as > 0 ist x1 # —x9, also y # —1. Entscheidend ist nun, dafl y € O liegt.
Bezeichne mit ¢ den nicht-identischen Automorphismus von K. Dann gilt in der Tat

PO N e VN L SRR
T2 T2 N(z2) n
— by —b
_1+(a1 @2, 2 2\/E)xgeZ+Z\/&go,
n n

Somit haben wir in y € O* \ {1, —1} eine Einheit unendlicher Ordnung gefunden.
Wegen y € R*\ {1, —1} gilt max{y, —y, vy, —y~'} > 1. Somit ist Zy := {u € O* |

u > 1} # @. Als néchstes zeigen wir, dal Z; ein kleinstes Element besitzt. Wahle

w € Zy und setze U :={u € Zy | u < w}. Fiir u € U folgt aus |uu’| = N(u) =1

dann |u’] = v™! < 1 < w. Nach Lemma 2.3 ist daher U endlich, und somit ist
z :=min U zugleich das kleinste Element von Zj.
Setze Z := (z). Dann ist Z eine unendliche zyklische Gruppe, insbesondere

{1,—1} N Z = {1}. Es bleibt zu zeigen, da das direkte Produkt {1, -1} x Z ganz
O* ausmacht. Sei also u € O*. Nach Multiplikation mit —1, falls erforderlich, diirfen
wir annehmen, da8 u > 0 ist. Dann finden wir m € Z mit 2™ < u < 2™, Daraus
folgt 1 < wu/2™ < z, und mit der Definition von z dann u = 2™ € Z. 0

Der Beweis des vorstehenden Satzes zeigt: O* = {1, —1} x (2z) mit z := min{u €
O* | u > 1}. Das erzeugende Element z heifit Grundeinheit. Im allgemeinen ist es
nicht ganz einfach, die Grundeinheit zu einem vorgegebenen quadratischen Zahlkorper
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zu bestimmen. Uberlegungen in dieser Richtung fithren zu der sogenannten Ket-
tenbruchentwicklung einer reellen Zahl und finden sich héufig unter dem Stichwort
,PELLsche Gleichung®; siehe [5].

Beispiel 2.6. (a) Die Grundeinheit zu K = Q(v/2) ist 1 + v/2. Denn fiir y =
a4+ by2 € 0%\ {1,—1} ist genau ein Element der Menge {y, —y,y~ ', —y~'} =
{y,—y, v, —y°} = {a + bv/2,a — bV/2, —a + by/2,—a — b\/2} gréBer als 1. Also
befindet sich die Grundeinheit in der Menge Ny + Nyv/2, und es folgt min{u € 0* |
u>1}p=1+ V2.

(b) Ahnlich sieht man, daB die Grundeinheit fiir K = Q(v/5) durch die goldene

Schnittzahl ”2\/5 gegeben ist; vgl. Arbeitsblatt 8.

3. Primfaktorzerlegung in Ganzheitsringen quadratischer Zahlkorper

Im folgenden bezeichne wieder d € Z \ {1} eine quadratfreie Zahl, K = Q(v/d)
den zugehorigen quadratischen Zahlkdrper und O den Ganzheitsring in K. Es bezeichne
o den nicht-identischen Automorphismus des Korpers K.

Als erstes zeigen wir, da3 O ein Dedekindring ist, d.h. dafl es in O eine eindeutige
Primfaktorzerlegung fiir Ideale gibt; vgl. Abschnitt 5 in Kapitel 1.

Wir erinnern an die Notation

J(O) ={I |1 # 0 ein Ideal von O}, P(O)={P | P # 0 ein Primideal von O}.

MEMO. Sei r € N, und seien ay,...,a, € Z. Da Z ein Hauptidealring ist, existiert
b € Ny mit a1Z + ... + a,Z = bZ. Die Zahl b ist wohlbestimmt und heif3t grdfster
gemeinsamer Teiler von aq,...,a,, in Zeichen b = ggT(ay,...,a,). Ein effektives

Verfahren zur Bestimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen
liefert der bekannte EUKLIDische Algorithmus.
Das kleinste gemeinsame Vielfache kgV(ay,...,a,) von ay,...,a, ist diejenige
Zahl ¢ € Ny, fiir die gilt: ae1Z N ... N a,Z = cZ.

Lemma 3.1. Sei A € J(0). Dann ist A° = {a’ | « € A} € J(0), und es existiert
eina € N mit Ao A% = a0.

Beweis. Nach Satz 1.10 ist 0| ein Ringautomorphismus. Also ist A7 € J(O). Des
weiteren finden wir nach Satz 1.10 Erzeuger «, € O fiir das Ideal A. Offenbar folgt
aus A = a0 + 0O unmittelbar A7 = a0 4 (70. Daher gilt

Ao A% =aa’0+ af’0 + o’ 0O + B5°0.
Hierbei sind aa® = N(«), 567 = N(§) € O N Q = Z, und ebenso ist a7 + a3 =
Sp(ap?) € ONQ = Z. Setze a := ggT(aa?, 5647, af + a’F) € N.
Wir behaupten Ao A7 = a0. Die Inklusion ,,O“ ist klar, denn a ist per Definition
Linearkombination von aa?, 337, o’ + a3 € A o A% mit Koeffizienten in Z. Nun
steht nur noch der Nachweis der entgegengesetzten Inklusion ,,C“ aus. Offenbar sind

aa?, 337 € aQ. Zu zeigen bleibt: a7, o’ € a0, dquivalent dazu: z := a3 /a und
7 = a’(3/a liegen in 0. Dazu berechnen wir die Spur und die Norm:

Sp(z) = Sp(z?) =z + 27 = (af° + ) /a € Z,
N(z) = N(z) = 22 = (aa)/a - (38°)/a) € Z.

Also sind z, 27 € O wie gewiinscht. O
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Fir A€ J(0) ist A*={z € K | xA C O} gemif Definition 5.6.

Lemma 3.2. Jedes von Null verschiedene Ideal von O ist invertierbar, d.h. fir

jedes A € 3(0) gilt: Ao A* = 0.

Beweis. Sei A € J(0). Nach Lemma 3.1 ist Ao A% = a0 mit a € N, also A* =
a lA% und Ao A* = 0. OJ

Hauptsatz 3.3. Der Ganzheitsring O eines quadratischen Zahlkorpers ist ein
Dedekindring und erfiillt die Teilerregel fiir Ideale:

Jedes Ideal A € J(O) lafst sich im wesentlichen eindeutig als Produkt von Prim-
idealen schreiben, und fir alle A, B € J(O) gilt A | B genau dann, wenn A O B.

Beweis. Dies folgt aus Hauptsatz 5.9 in Kapitel 1, Satz 1.10 und Lemma 3.2. [J

Nachdem wir nun wissen, daf sich die Ideale von O eindeutig in Primfaktoren
zerlegen lassen, liegt es nahe, die Menge der Primideale P(O) nidher zu bestimmen.
Das folgende Lemma zeigt, dafl es dazu zweckméBig ist, das Zerlegunsverhalten von
Idealen der Form pO, p € P, zu untersuchen.

Lemma 3.4. Sei P € P(O). Dann gibt es genau eine Primzahl p € P mit p € P;
diese Primzahl ist dadurch ausgezeichnet, dafy P N Z = pZ ist.

Beweis. Mit © € P\ {0} ist N(z) = 227 € (PN Z) \ {0}. Damit ist P N Z ein
von Null verschiedenes Primideal von Z, also von der angegebenen Gestalt. 0

MEMO. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und sei I < R. Dann induziert die
kanonische Projektion R — R/I eine inklusionserhaltende bijektive Abbildung
UV:{A|ICA<SR} -{J|J<SR/I},A— {a+1]|ac A}. Mittels ¥ sind

Primideale zu Primidealen und maximale Ideale zu maximalen Idealen assoziiert.

Satz 3.5. Jeder endliche Integrititsbereich ist ein Korper.

Beweis. Sei R ein endlicher Integrititsbereich, und sei x € R\ {0}. Gesucht ist
ein multiplikativ inverses Element zu x. Betrachte dazu die Folge (2"),en in R. Da R
endlich ist, finden wir m,n € N mit m < n und 2™ = 2”. Dann gilt 2™(1 — 2" ™) =
2™ — 2" = 0, und da R nullteilerfrei ist, folgt x - 2" ™ ! = g" ™ = 1. O

MEMO. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Zwei Ideale A, B < R heiflen relativ
prim zueinander, falls A + B = R. Der sogenannte Chinesische Restsatz besagt
folgendes (vgl. Aufgabenblatt 4):

Sei m € N, und seien Ay, ..., A,, paarweise relativ prime Ideale von R. Dann ist
Ajo...0A, =A1N...NA,, und es gilt

R/(Alo...OAm)gR/AlX...XR/Am.

Satz und Definition 3.6. Sei p € P. Dann liegt genau einer der folgenden dre:
Fidlle vor.

I. Es existieren P, Q) € P(O) mit P # Q und pO = PoQ. In diesem Fall heif$t
p zerlegt in K, und es gelten

O/P~0/Q=F,  O/pd=F,xF,
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II. Es existiert P € P(O) mit pO = P o P. In diesem Fall heifit p verzweigt in
K, und es gelten

O/P=F,  0/p0=F,[X]/X"F,[X].

III. Es gilt pO € P(O). In diesem Fall heif$t p trige in K, und O/pO = F 2 ist
ein Korper mit p* Elementen.

Beweis. Der natiirliche Epimorphismus Z[X] — Zw] = 0, g(X) — g(w), der
durch Einsetzen von w gegeben ist, hat den Kern fZ[X], wobei

X2 —d falls d #£4 1

f:(X—w)(X—wa):{X2_X+(1_d)/4 falls d =4 1.

das Minimalpolynom von w iiber Q bezeichnet. Die Restklassenabbildung Z —

Z|pZ = F,, a — a + pZ = a setzt sich durch koeffizientenweise Anwendung fort

zu einem Epimorphismus Z[X] — F,[X], g — g, dessen Kern gerade pZ[X] ist.
Von zentraler Bedeutung ist nun die folgende Isomorphiekette

0 L Z[X] ~ FplX]
PO pZIX]+ fZIX]  [F,[X]

die sich durch Vertauschen der Reihenfolge des Faktorisierens ergibt. Dadurch riickt
das Zerlegungsverhalten von f € F,[X] in den Vordergrund. Es gibt drei Fille.

Fall I. Das Polynom f hat zwei verschiedene Nullstellen @i, @, in F,. Dann gilt
f = §1G2, wobei g1 := X — a1, go := X —ay € Z[X] gewihlt sind, so daB g, = X — @,
und go = X — ay. Setze P := pO + ¢1(w)O und Q = pO + go(w)O0. Mit dem
Chinesischen Restsatz folgt die Behauptung.

Fall II. Das Polynom f hat eine doppelte Nullstelle @ in F,. Dann gilt f=23a
wobei g := X — a € Z[X] gewéhlt ist, so daB g = X — a. Setze P := pO + g(w)0O. Es
folgt die Behauptung.

Fall III. Das Polynom f hat keine Nullstellen in F,. Dann ist f irreduzibel iiber
[F,, und mit Satz 3.5 folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.7. In K = Q(/7) ist 57 zerlegt, denn 8 = 64 =5; 7. Somit gilt
570 = PoQ mit P =570+ (v/7T—8)0 und Q = P? = 570+ (\/7+8)0. Zu weiteren
konkreten Rechnungen regt das Arbeitsblatt 9 an.

MEMO. Sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe. Der bekannte
Satz von LAGRANGE besagt, dafl die Untergruppenordnung |H| die Gruppenord-
nung |G| teilt; siehe Aufgabenblatt 6. Der Quotient |G : H| := |G|/|H| heifit
Index von H in G. Insbesondere teilt die Ordnung ord(g) jedes Elementes g € G
die Gruppenordnung |G/.

Der Exponent einer endlichen Gruppe G ist das kleinste gemeinsame Vielfache
aller Elementordnungen: exp(G) := kgV{ord(g) | g € G}. Stets teilt der Exponent
exp(@) die Ordnung |G| einer endlichen Gruppe G, insbesondere ist exp(G) < |G].

Satz 3.8. Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers
15t zyklisch.

Beweis. Seien K ein Korper, G eine endliche Untergruppe von K* und e :=
exp(G). Dann gilt ¢¢ = 1 fiir jedes g € G. Also ist G in der Nullstellenmenge des
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Polynoms X¢ — 1 enthalten. Da ein Polynom e-ten Grades in K hochstens e < |G|
Nullstellen besitzt, schopft G die gesamte Nullstellenmenge aus, und es gilt e = |G].

Wir iiberlegen nun, dafl eine endliche abelsche Gruppe A mit exp(A) = | A| stets
zyklisch ist. Seien dazu a,b € Aund m := ord(a),n := ord(b). Es geniigt offenbar, ein
Element in A anzugeben, das die Ordnung kgV (m,n) hat. Indem wir b durch &™)
ersetzen, diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dafl ggT(m,n) = 1 ist. Dann
sind m und n teilerfremd, und daher gilt (a) N (b) = {1}. Der Chinesische Restsatz
zeigt: Z/mZ x Z/nZ = Z/mnZ. Entsprechend haben wir (a,b) = (a) x (b) = (ab),
wobei ab tatséchlich die Ordnung mn = kgV(m, n) besitzt. O

Korollar 3.9. Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers K ist zyklisch.
Die von Null verschiedenen Quadrate bilden eine Untergruppe Q = {z* | x € K*}
vom Index zwei in K*. Die Gruppe Q ist zyklisch der Ordnung (|K|—1)/2, und es
gilt Q@ ={zx € K*|ord(z) | (|K|—1)/2}.

Beispiel 3.10. Die multiplikative Gruppe F% = {1,2,3,4,5,6} eines Primkorpers
mit sieben Elementen wird erzeugt von 3. Es gilt niamlich: 3% = 2, 3% = 6, 3* = 4,
3° =5, 3% = 1. Die von Null verschiedenen Quadrate sind gerade 2, 4 und 1.

Definition 3.11. Sei a € Z. Fiir p € P\ {2} setzen wir a = a + pZ € F, und
definieren das (erweiterte) LEGENDRE-Symbol geméafl

0 falls a = 0,

(9) =41 fallsae {a? |z eFi},
b —1 fallsaeF;\ {a? |z €Fi}.

Fiir die Primzahl 2 definieren wir das (erweiterte) LEGENDRE-Symbol gemif}

0 falls a =5 0,
a
(—> =<1 falls a =g 1 oder a =4 7,
—1 falls a =5 3 oder a =5 5.

Eine grundlegende Eigenschaft des LEGENDRE-Symbols ist seine Multiplikati-
vitat.

Lemma 3.12. Sei p € P. Dann gilt fir alle a,b € Z:

£)-6)0)

Beweis. Dies ist eine leichte Rechnung. Sei zunéchst p > 2. Nach Korollar 3.9
bilden die von Null verschiedenen Quadrate Q@ = {2? | x € F »} eine Untergruppe
vom Index zwei in ;. Der kanonische Homomorphismus Fy — F7/Q = {1, -1}
ist gegeben durch a +— (%) Die Multiplikativitdt des LEGENDRE-Symbols ist im
wesentlichen die Homomorphieeigenschaft dieser Abbildung.

Sei nun p = 2. Die Einheitengruppe des Restklassenrings Z /87 ist eine KLEINsche
Vierergruppe: (Z/82)* = {1,3,5,7} = Z/27 x Z/2Z. Die Abbildung (Z/8Z)* —
{1,-1}, a (‘—L) ist diesmal einer von drei moglichen nicht-trivialen Homomorphis-

2
men. O

Mit etwas Aufwand lat sich jedem algebraischen Zahlkorper eine strukturelle
Invariante, die sogenannte Diskriminante, zuordnen. Wir begniigen uns hier mit
einer ad-hoc-Definition.
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Definition 3.13. Die Diskriminante des quadratischen Zahlkorpers K = Q(v/d)

ist die Zahl
d fallsd=41,
5}( =
4d  falls d #4 1.

Damit erhalten wir eine iibersichtliche Beschreibung des Zerlegungsverhaltens
der Primzahlen in einem quadratischen Zahlkorper.

Hauptsatz 3.14 (Zerlegungsgesetz). Sei p € P. Dann lifit sich das Zerlegungs-
verhalten von pO in O anhand der Diskriminante § := 0 wie folgt ablesen:

(1) p ist zerlegt in K genau dann, wenn (g) =1;
(2) p ist verzweigt in K genau dann, wenn (%) =0;
(3) p ist trage in K genau dann, wenn (f;) = —1.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 3.6 ist uns bereits bekannt, dafl das Zerle-
gungsverhalten von pO mafigeblich durch die Nullstellenmenge des Polynoms

Fo X2 —d falls d #4 1
X2 X+ (1-d)/4 fallsd=41.

modulo p bestimmt wird. Sei f € F,[X] das Bild von f unter der natiirlichen Rest-
klassenabbildung. Dann kommt es darauf an, wie viele Elemente die Nullstellenmen-

ge Nullst(f,p) := {a € F, | f(a) = 0} hat:

p ist zerlegt <= #Nullst(f,p
p ist verzweigt <= #Nullst(f
p ist trage <= #Nullst(f

) 27
) =1,
) = 0.

» P
P

Sei zunéchst d #4 1. Dann sind f = X2 —d und § = 4d. Ist p # 2, so gilt offenbar
(%) = (%) (]i'f) = (g), und tatséachlich erhalten wir

#Nullst(f,p) =2 <— d # 0 ist Quadrat in F,, — 1
HNullst(f,p) =1 <= d=0 — (9 =0,
#Nullst(f,p) =0 <=  d # 0 ist kein Quadrat in F, = (g) = —1.
Ist p = 2, so gilt (%) = 0; und tatséchlich ist Nullst(f,p) = 1, denn entweder haben
wir f = X% oder f = X% + 1. B
~ Seinund=41. Dannsind f = X? = X + (1 —d)/4 und § = d. Ist p # 2, so gilt
f=(X —1/2) = d/4, und wegen (;) = 1 erhalten wir tatsichlich

©-
)
)

#Nullst(f,p) =2 <=  d/4 # 0 ist Quadrat in F, = (=1,
#Nullst(f,p) =1 < d/4=0 = (
#Nullst(f,p) =0 <=  d/4 # 0 ist kein Quadrat in F, — (;é;) =—1.

Sei nun p = 2. Dann nimmt (%) den Wert 1 oder —1 an, je nachdem, ob d =g 1

oder d =g 5 ist. Entsprechend gilt entweder f = X? + X, also Nullst(f, p) = 2, oder
f=X%+ X +1, also Nullst(f,p) = 0. O
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4. Quadratisches Reziprozititsgesetz

Um den Hauptsatz 3.14 in der Praxis anwenden zu kénnen, bedarf es einer Me-
thode, mittels derer sich LEGENDRE-Symbole effektiv auswerten lassen. Ein solches
Rechenverfahren wird durch das sogenannte Quadratische Reziprozititsgesetz be-
reitgestellt.

Lemma 4.1. Firp € P\ {2} gilt Zij (%) =0.

Beweis. Der zu untersuchende Ausdruck ist gleich der Anzahl der Quadrate in
[, abziiglich der Anzahl der Nicht-Quadrate in ;. Die Quadrate in F, bilden nach
Korollar 3.9 eine Untergruppe vom Index zwei in F). Somit kommt auf jedes Quadrat
genau ein Nicht-Quadrat, und der Ausdruck ist null. O

Satz 4.2 (EUuLERsches Kriterium). Seip € P\ {2}, und sei a € Z. Dann gilt

a _
(13) =, P12,

Beweis. Nach Korollar 3.9 ist die Menge Q := {2* | z € F}} der von Null
verschiedenen Quadrate gekennzeichnet durch @ = {z € F;, | rP=1/2 = 1}

Ist a = 0, so gilt (%) =0=, a? V2 Ist a € Q, so gilt ord(a) | (p —1)/2,
also (¢) = 1 =, a®V/2 Ist schlieBlich a € Fj \ Q, so gilt ord(a®~V/?) = 2, also
(2) — _1 Ep a(p_l)/Q_ |:|

Korollar 4.3. Seip € P\ {2}. Dann gilt

(%1) (1),

Lemma 4.4. Sein € N mutn > 2, und sei ( € C eine n-te Einheitswurzel. Dann

ist Y1) (9 =0.

Beweis. Aus ¢ # 1 und (¢ —1) 317 ¢/ = (" —1=0folgt 3= ¢7 = 0. O
Definition 4.5. Fiir p € P setze

N falls p = 2,

Py o2y falls p > 2.

Wir bemerken im Voriibergehen, daf§ fiir jede Primzahl p > 2 gilt: p =4 1, und
kommen nun zu dem beriithmten Quadratischen Reziprozitéitsgesetz. Dieses ist ein
wahres Schmuckstiick der elementaren Zahlentheorie und zugleich Ausgangspunkt
fiir weitreichende Verallgemeinerungen in der algebraischen Zahlentheorie. Das Qua-
dratische Reziprozititsgesetz wurde scheinbar unabhéngig von EULER, LEGENDRE
und GAUSS entdeckt und erstmals 1796 von (GAUSS ordentlich bewiesen. Der Beweis,
den wir angeben, beruht implizit auf dem Zerlegungsverhalten von Primzahlen, al-
lerdings nicht nur in quadratischen Zahlkoérpern sondern auch in den sogenannten
Kreisteilungskorpern, die wir nicht im Detail behandelt haben.

Hauptsatz 4.6 (Quadratisches Reziprozitiatsgesetz).

q p
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Beweis. Fiir p = ¢ sind beide Ausdriicke gleich null. Sei jetzt p # q.
Wir betrachten zunédchst den Fall 2 € {p,q}. Ist p = 2, so ist die Behauptung

wegen @ _ (ﬂ) (%) B (g)

gleichbedeutend mit (%) = (%) Ist ¢ = 2, so ergibt sich die entsprechende Behaup-
tung (g) = (ﬁ) fiir p anstelle von q. Wir beweisen letztere.

Der Wert des LEGENDRE-Symbols (g) héngt per Definition nur von p modulo 8
ab. Es geniigt daher, zu zeigen:

2\ 1 falls p =g 1 oder p =g 7,
p) | -1 falls p=g3 oder p=g5.

Sei ¢ := exp(27mi/8) eine primitive achte Einheitswurzel in C. Im folgenden werden
wir in dem Faktorring Z[(]/pZ[(] rechnen. Entscheidend ist hierbei, dal Z NpZ[(] =
pZ ist. Somit ist fiir ganze Zahlen a, b die Kongruenz a = b modulo pZ[(] gleichbedeu-
tend mit a = b modulo pZ. Wir diirfen daher etwas unverbindlich von Kongruenzen
modulo p reden.

Setze

G=C—C =0+ =2(C-¢) ezl

(Merke: G ist eine sogenannte GAUSSsche Summe. Die Vorzeichen der einzelnen

Summanden sind gegeben durch (1), (2), (2), (1).) Dann gilt G? = 4(¢*—2¢*+¢°) =
4(i + 2 — i) = 8. Insbesondere ist G modulo p invertierbar.

Wir berechnen GP modulo p auf zweierlei Weise:

GP = (G2)r-V2g

= 8=-D/2¢ denn G? =8
=) (§> G nach Satz 4.2
p
2
(e
b
QP =, (P (¥ = (P (T wegen ( +y)” = 2% + 4 modulo p

_ {G falls p =g 1 oder p =g 7, wegen (% =1

—G  falls p =5 3 oder p =5 5.

Setzt man beide Ausdriicke gleich, so ergibt sich

2 = G fallsp=g1oder p=47,
4 P -G falls p=g3oderp=g5.

Da G modulo p invertierbar ist, folgt die Behauptung.

Es bleibt somit der Fall p, ¢ > 2. Sei ¢ := exp(27i/q) eine primitive ¢-te Einheits-
wurzel in C. Im folgenden werden wir in dem Faktorring Z[(]/pZ[(] rechnen. Wie
zuvor ist entscheidend, dafi Z N pZ[(] = pZ ist. Wir diirfen daher wiederum etwas
unverbindlich von Kongruenzen modulo p reden.
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Setze

q—1

G=Y (g) ¢ ezl

Jj=1

(Wir erkennen hier besser als zuvor die Struktur der GAUSSsche Summe G.) Dann
gilt

*-(£0) (50)

=1 \9
qg—1 qg—1 k
— Z (Z) ¢ Z ( J )g‘ﬂk> k — —jk liefert Umordnung
=1\ o N A
q—1 q—1 .

nach Lemma 4.1

-1 ! k 2
1—k 2k\ _ (=k\ _ (=1 (k
(F)ZX (e wegen (<) = () = ()¢
j=0 k=1
~1 1\ &1 (k)
= (_> q+ (— ( ) Z Cj(l_k) nach Lemma 4.4
q 17 %w=\1 5
] =0
=q nach Korollar 4.3.
Insbesondere ist G modulo p invertierbar.

Wir berechnen GP modulo p auf zweierlei Weise:
GP = (G2)(p_1)/2G
— ((j)(pfl)ﬂg

denn G = §
_ (4
= ()¢

nach Satz 4.2,
q—1 .
GP =, Z (2) ij
1

wegen (x + y)? = 2P 4+ y¥ modulo p
j:

q—1 .
R
7) = \q
-(2)

q

Setzt man beide Ausdriicke gleich, so ergibt sich

(o= )

Da G modulo p invertierbar ist, folgt die Behauptung

Q

29
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Beispiel 4.7. Durch die Berechnung von (%) weisen wir nach, dafl die Primzahl

103 in K = Q(v/33) zerlegt ist. In der Tat ergibt sich durch wiederholte Anwendung
des Quadratischen Reziprozititsgesetzes:

(- G)G8) - (G - QR - ()
-cn)-n(3) - 1) s

Beispiel 4.8. Sei K = Q(v/—5) mit Ganzheitsring O = Z[\/=5]. Die von Null
verschiedenen Quadrate modulo 5 sind gerade 1 und 4. Mit Hilfe des Quadratischen
Reziprozitéatsgesetzes konnen wir daher ein einfaches Kriterium dafiir angeben, wel-
chen Wert das LEGENDRE-Symbol (_75) fiir vorgegebenes p € P\ {2} annimmt:

=5\  (—L\ (5 [(—1\(p
5)-G)6)-G)E)
0 falls p = 5,
=q¢1 falls (p=41und p=51,4) oder (p =43 und p =5 2,3),
—1 falls (p=4 1 und p=52,3) oder (p =43 und p =5 1,4)
0 falls p = 5,
=<1 falls p =99 1,3,7,9.
1 falls p =g 11,13, 17, 19.
Daraus folgt fiir p € P nach Hauptsatz 3.14:
p ist zerlegt in Q(v—5) <= p=y1,3,7,9
p ist verzweigt in Q(v/—5) <= p € {2,5},
p ist trige in Q(v—=5) <= p =g 11,13,17,19.




ANHANG A

Sammlung der Arbeitsblitter

Auf den nachfolgenden Seiten finden sich die verschiedenen Arbeitsblitter, die
wochentlich in den Ubungen zu der Vorlesung besprochen wurden.
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Blatt 1

Dr. B. Klopsch
Arbeitsblatt zur Elementaren Zahlentheorie

Sei Pz := {(a,b,c) € Z? | a*+b* = ¢*}. Die Elemente dieser Menge wurden schon
in der Antike erfolgreich untersucht und heilen gemeinhin pythagoreische Tripel.
Bekannte Beispiele von pythagoreischen Tripeln sind (3,4,5) und (5,12,13). Wir
wollen zusiitzlich auch Pg := {(z,vy, 2) € Q* | 2* + y? = 2%} betrachten.

(1) Fiir alle s,t € Z ist (s* — t2,2st, s* + t?) € Py.

(2) Ist (a,b,c) € Pz, so ist wenigstens eine der Zahlen a, b gerade.

(3) Das pythagoreische Tripel (a, b, c) € Py erfiille die Zusatzbedingungen:
(i) a,b, c € Ny sind paarweise teilerfremd, (ii) b ist gerade.
Dann existieren s,t € Ny mit (a,b,¢) = (s* — t?,2st,s* + ?). Sind diese
eindeutig durch (a, b, ¢) bestimmt?

Hinweis: Schreibe b = 2b. Dann gilt 0> = (c+a)/2-(c—a)/2. Zeige (unter
Verwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Z), daf§ hier beide
Faktoren Quadrate ganzer Zahlen sind, und schreibe sodann (c+a)/2 = s,
(c—a)/2 =1t

(4) Es gilt Py = {((s* — t?)q, 2stq, (s* +t*)q) | 5,t € Z und q € Q}.
(5) Fiir welche n, k € Nist (n,n+ k,n + 2k) € P5?

BEMERKUNG. Man kann sich auch geometrisch einen Uberblick iiber die pythago-
reischen Tripel verschaffen. Dazu bemerkt man, dafl ein offensichtlicher Zusammen-
hang zwischen ganzzahligen Losungen der Gleichung A% 4+ B? = C? und rationalen
Losungen der Gleichung X2+ Y? = 1 besteht. Letztere beschreibt den Einheitskreis
und hat unter anderem die triviale Losung Py := (1,0). Ist Q = (x,y) € Q*\ {Fy}
ein weiterer Punkt auf dem Einheitskreis, so beschreibt die Gleichung ¥ = ¢X — ¢
mit ¢ = y/(x — 1) € Q die Verbindungsgerade von Py und Q.

Umgekehrt besitzt jede Gerade Y = ¢X — ¢q, ¢ € Q, zusitzlich zu F, einen
weiteren Schnittpunkt mit dem Einheitskreis. Dieser hat die rationalen Koordinaten
r=(¢*—-1)/(¢*+1) und y = —2¢/(¢*> + 1). Schreibt man ¢ = s/t mit s,t € Z,
t # 0, so ergibt sich x = (s> — #?)/(s* + t?) und y = —2st/(s* + ?). Dies liefert z.B.
das pythagoreische Tripel (s? — t2, 2st, s? + t2).

Anders als bei der oben vorgeschlagenen Rechnung kommt man mit diesem An-
satz ohne die Verwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Z aus.
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Fiir n € N bezeichnet T (n) := {t € N | ¢ | n} die Menge der positiven Teiler von
n. Zwei natiirliche Zahlen m,n heiflen teilerfremd, falls T+(m) N T*(n) = {1} ist.
Die Teilersumme einer natiirlichen Zahl n € N ist definiert als o/(n) 1= >, cpe ()

(1) Sind m,n € N teilerfremd, so gilt o(mn) = o(m)o(n).

(2) Fiir p € Pund k € Ny gilt: o(p*) = (pFt —1)/(p — 1).
(Diese Formel findet sich schon bei DESCARTES.)

(3) Berechne ¢(28) und o(180).

(4) Eine natiirliche Zahl n € N heifit vollkommen, falls gilt: o(n) = 2n. Leite
die folgende Beschreibung gerader vollkommener Zahlen her, deren einfache
Richtung ,<*“ von EUKLID und schwierigere Richtung ,,=“ von EULER
stammt.

Sei s € Nmit s > 2, und sei b € N mit 21 b. Sei a := 2°~'h. Dann ist a
vollkommen genau dann, wenn b = 2° — 1 € P.

Hinweis fiir ,=“: Zeige 2°b = o(a) = (2°—1)o(b), also (2°—1)(a(b)—b) =
b. Insbesondere teilt o(b) — b die Zahl b, und es gilt 1 < o(b) — b < b. Fiihre
die Annahme o(b) — b # 1 zu einem Widerspruch.

(5) Ist s € Nmit 2° — 1 € P, so gilt s € P.

Der Begriff einer vollkommenen Zahl findet sich bereits bei EUKLID. Im Altertum
zéhlte n selbst nicht zu den Teilern von n; geméaf dieser , iiberholten“ Auffassung
sind die vollkommene Zahlen also genau die Zahlen, die gleich ihrer Teilersumme
sind. Die ersten vier vollkommenen Zahlen sind 6, 28,496, 8128; dies wufiten schon
die Griechen. Das Problem, alle vollkommenen Zahlen zu bestimmen, ist bis heute
ungelost. Insbesondere ist nicht bekannt, ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt.
(Man weiB: Es gibt keine ungerade vollkommene Zahl kleiner als 10°°.)

Primzahlen der Gestalt 2° — 1, s € N, heilen MERSENNEsche Primzahlen. Es ist
ein offenes Problem, ob es unendlich viele MERSENNEsche Primzahlen gibt.
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Zur Abwechselung eine Reihe von zahlentheoretischen Knobelaufgaben:

(1) Seien a,m € N\ {1}, so daBl @™ + 1 eine Primzahl ist.
Zeige: a ist gerade und m eine Potenz von 2.

(2) Sei k € N. Sei M :={1,2,...,2k}, und sei T C M mit |T| > k.
Zeige: Dann existieren a,b € T' mit a # b und a | b.

(3) Seien a,b € Z, so daf u := a® + b* ungerade ist. Zeige: u =4 1.

(4) Zeige: Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p =4 3.

(5) Welche natiirlichen Zahlen sind ,,multiplikativ vollkommen*, d.h. gleich dem
Produkt ihrer (positiven) echten Teiler?

(6) Zeige: Fiir jedes n € N haben die Zahlen n® und n, als Dezimalzahlen
geschrieben, dieselbe Endziffer.

(7) Welche m,n € N haben die Eigenschaft (m + n) | mn.

(8) Zeige: 22° — 1 ist durch 41 teilbar.

(9) Bestimme die letzten beiden Ziffern in der Dezimaldarstellung der natiirli-
chen Zahlen 2199 ynd 9©°),
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I. Der Satz von EUKLID, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt, 1483t sich auch so
formulieren: Der Ring Z besitzt unendlich viele maximale Ideale. Im folgenden geht
es um eine Verallgemeinerung dieser Aussage, die dem Mathematiker KAPLANSKY
zugeschrieben wird.

(1) Zeige: Jeder endliche Integritdtsbereich ist ein Korper.

Hinweis: Betrachte die Potenzen eines von Null verschieden Elementes,
um auf dessen Inverses zu stoflen.

(2) Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und bezeichne mit M(R) die Menge
aller maximalen Ideale von R. Zeige: R = R* U (| M(R)).

(3) Sei R ein Integrititsbereich, der nur endlich viele Einheiten und nur endlich
viele maximale Ideale besitzt; d.h. R* und M(R) seien endlich.

Zeige: Dann ist R ein endlicher Korper.

Hinweis: Nach (1) geniigt es, nachzuweisen, daf§ R endlich ist. Betrachte
zuniéichst den einfachen Fall {0} € M(R).

Setze dann {0} € M(R) voraus. Seien Mj, ..., M, die maximalen Ideale
von R. Wahle fiir jedes i € {1,...,r} ein m; € M; \ {0}, und definiere die
Abbildungen ¢; : M; — R,x — 1+ mq---m;_1xmyyq---m,. Zeige, daf3
fir jedes ¢ € {1,...,r} die Abbildung ¢; das Ideal M, injektiv nach R*
tiberfithrt. Wende schliefllich (2) an.

II. Weitere Knobelaufgaben:
(1) Finde ein Teilbarkeitskriterium fiir die Zahl 37.

(2) Beweise den sogenannten Chinesischen Restsatz fiir den Ring Z: Sind a,b €
N zueinander teilerfremd, so besteht der Ringisomorphismus

Z](ab)Z — Z]aZ x ZJVZ, x+ (ab)Z — (v + aZ,x + bZ).

Hinweis: Uberlege zunichst, warum die Abbildung wie angegeben iiber
Reprisentanten definiert werden darf. Benutze dann die Gleichungen (ab)Z =
aZ NbZ und Z = aZ + bZ.

(3) Bestimme die letzten drei Ziffern in der Dezimaldarstellung der natiirlichen
Zahl 79999

Hinweis: Es gilt 1001 = 7 - 11 - 13. Uberlege, daB 7% =95 1 ist, und

wende den Chinesischen Restsatz an.
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I. Beweise das folgende Lemma (aus der Vorlesung): Zu jedem a € Q* gibt es
genau eine quadratfreie Zahl d € Z mit a(Q*)? = d(Q*)%.

Berechne konkret fiir die Restklasse (25725/2255)(Q*)? den zugehérigen qua-
dratfreien Vertreter d € 7Z. Bestimme den Isomorphietyp der Quotientengruppe
G := Q*/(Q*)? und gib ein minimales Erzeugendensystem fiir G an.

I1. Sei f(z) = az? + bz + ¢ € Z[z] mit a # 0 irreduzibel iiber Q. Bezeichne mit
a,a € C die Nullstellen von f.

Fiir vorgegebenes m € Z interessieren uns die ganzzahligen Losungen z,y € Z
der DiopHANTiIschen Gleichung

(0.1) m = ax® + bry + cy’.

Zeige, dafl die Menge aller Teilkorper von C, die « enthalten, ein eindeutig be-
stimmtes kleinstes Element besitzt; bezeichne diesen Korper mit K := Q(«). Weise
nach, dafi K den Grad 2 iiber QQ hat, also ein quadratischer Zahlkorper ist.

Die Gleichung (0.1) 1&8t sich iiber K auch so schreiben:

Lo (w—ayw—ay) (ryeD)
die Grofe auf der rechten Seite ist die sogenannte Norm von x —ay € K. Die Menge
M :=7Z+aZ ={x+ay | x,y € Z} heidt vollstindiger Z-Modul in K; der Definition
nach ist dies tatséichlich ein Z-Modul. Die Menge O(M) :={{ € K | ¢EM C M}
wird Ordnung zu M in K genannt.

Zeige, dafl O(M) ein Unterring von K ist, der die 1 enthélt, und dafi der Quoti-
entenkorper von O(M) innerhalb von K gleich K ist.

Betrachte nun konkret f(z) = 2%+ 2z+1, und berechne a, @ und O(M). Bestimme
alle ganzzahligen Losungen der Gleichung 19 = 2% + zy + 3.



Mathematisches Institut WS 2004-05
der Heinrich-Heine-Universitat 08.12.2004
Diisseldorf Blatt 6

Dr. B. Klopsch
Arbeitsblatt zur Elementaren Zahlentheorie

Auf diesem Arbeitsblatt geht es um grundlegende Begriffe und Sachverhalte aus
der Gruppentheorie. Im folgenden sei G = (G, -) stets eine Gruppe.

Sei H < G eine Untergruppe von G. Fiir g € G bezeichnet gH = {gh | h € H}
die (Links-) Nebenklasse von H mit Reprisentanten g. Die Menge aller Nebenklassen
gH, g € G, wird mit G/H bezeichnet.

(a) Zeige: G/H bildet eine Partition von G, d.h. G ist die disjunkte Vereinigung
aller H-Nebenklassen.

(b) Zeige: Je zwei H-Nebenklassen sind gleich méchtig.

(c¢) Unter welcher Bedingung an H 148t sich auf G/H reprisentantenweise eine
Gruppenmultiplikation erkléren?

Die Anzahl der H-Nebenklassen wird der Index von H in G genannt und mit
|G : H| bezeichnet.

(d) Zeige: |G| = |G : H|-|H|. Insbesondere gilt der Satz von LAGRANGE: Ist G
eine endliche Gruppe und H < G, so ist |H| ein Teiler von |G|.

Sei S C G eine beliebige Teilmenge von G. Zeige, dafl der Durchschnitt aller
Untergruppen von G, die S enthalten, wieder eine Untergruppe von G ist; diese
Untergruppe wird mit (S) bezeichnet und heifit die von S erzeugte Untergruppe von
G.Ist S ={s1,...,58mn}, so schreibt man auch (si,...,s,) = (5). Liit sich G von
einem einzigen Element erzeugen, so heifit G zyklisch.

(e) Zeige: Die zyklischen Gruppen sind bis auf Isomorphie genau die Gruppen
Z/nZ = (Z/nZ,+), n € N.

(f) Ist die Gruppe (Q,+) endlich erzeugt?

(g) Sei n € N. Zeige: Jede Untergruppe von Z" = (Z",+) laBit sich von n
Elementen erzeugen.

Die Ordnung einer Gruppe G ist die Anzahl |G| der Elemente von G. Die Ordnung
eines Elementes g ist definiert als ord(g) := |{g)|-

(h) Sei n := |G| endlich. Zeige, daf fiir alle g € G gilt ¢" = 1. Insbesondere gilt
der kleine Satz von FERMAT: Ist p € P und a € Z nicht durch p teilbar, so
folgt a?~! =, 1.
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Weihnachtsedition

Aus einem mathematischen Seminar des hohen Nordens (Kiel) ist folgendes Weih-
nachtsratsel iiberliefert.

Hier ist ein Weihnachtsrétsel, mit dem sich die ganze Familie beschéftigen kann,
wenn iiber die Feiertage 'mal Langeweile aufkommen sollte.

Es geht darum, herauszufinden, in welchem Stall das Christkind geboren wurde.
Fiinf Stélle liegen in einer Reihe entlang der Strafle. Jeder von diesen triagt eine
andere Farbe. In jedem Stall wohnt ein anderer Hirte aus einer anderen Landschaft
Paléstinas. Jeder Stallhirte bevorzugt ein bestimmtes Getrank, benutzt ein bestimm-
tes Gewlirz und halt ein bestimmtes Haustier. Keiner der Hirten trinkt das gleiche
Getrank, wiirzt mit demselben Gewiirz oder hilt das gleiche Tier wie ein anderer
Hirte. Himmlische Botschafter haben die folgenden Hinweise vergeben:

) Der galildische Hirte lebt in einem roten Stall.

) Der smaritanische Hirte hélt einen Hund.

) Der judiische Hirte trinkt gerne Tee.

) Der griine Stall liegt, von der Strale gesehen, links neben dem weiflen Stall.
) Der Hirte des griinen Stalles trinkt Fruchtnektar.

) Der Hirte, der mit Nelken wiirzt, hélt einen Vogel.

) Der Hirte, der im mittleren Stall wohnt, trinkt Milch.

) Der Hirte des gelben Stalles wiirzt mit Pfeffer.

) Der iturédische Hirte wohnt im ersten Stall von links.

) Der Hirte, der mit Koriander wiirzt, wohnt neben dem, der eine Katze hilt.
) Der Hirte, der ein Kamel hélt, wohnt neben dem, der mit Pfeffer wiirzt.

) Der mit Zimt wiirzt trinkt gerne Wein.

) Der ituriische Hirte wohnt neben dem blauen Stall.

) Der peréische Hirte wiirzt mit Safran.

(16) Der mit Koriander wiirzt hat einen Nachbarn, der Wasser trinkt.

Also, in welchem Stall wurde das Christkind geboren?
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I. Sei K := Q(v/2) mit Ganzheitsring O = Z[v/2]. Zeige: Zu jedem r € R und
e € Ry gibt es ein z € O mit |r — z| < €. Dies bedeutet anschaulich, dafl sich O
schlecht auf der reellen Zahlengeraden einzeichnen 148t.

Betrachte nun die Abbildung ¢ : K — R x R, a + bv/2 — (a + b2, a — bx/ﬁ)
Skizziere das Bild von O unter ¢. Wo liegen in dieser Skizze die Bider der Einheiten
x e 07

II. Seien A, B zwei verschiedene Punkte der EUKLIDischen Ebene E. Sei S € E
ein dritter Punkt, der auf der Strecke AB liege und diese also in zwei Teile, AS und
SB, zerschneide. Bezeichne mit a die Linge von AS und mit b die Linge von SB.
Es gelte a > b.

Gilt nun (a + b)/a = a/b, verhilt sich also die Linge der Gesamtstrecke AB zur
Lénge der groBeren Teilstrecke AS wie die Lange der groBeren Teilstrecke AS zur
Linge der kleineren Teilstrecke SB, so nennt man (A, S, B) eine Konfiguration des
goldenen Schnittes; das Verhéltnis ¢ := a/b heifit goldene Schnittzahl.

(1) Zeige, daB ¢ = (14 1/5)/2 gerade die Grundeinheit zu Q(+/5) ist.

(2) Priife nach, dafl die folgende Konstruktion mit Zirkel und Lineal eine Kon-
figuration (A, S, B) des goldenen Schnittes liefert.

Gegeben seien A, S € E im Abstand a > 0 von einander. Bezeichne mit
g die Gerade durch A und S. Errichte in S eine Senkrechte h zu g und
bestimme auf dieser einen Punkt C' € E im Abstand a von S. Konstruiere
den Mittelpunkt A von AS, und schlage einen Kreis ¢ um M, der durch C
fithrt. Erhalte in demjenigen Schnittpunkt von g und ¢, der S néher liegt,
den gewiinschten Punkt B.

(3) Sei F := P, P, P3Py Ps ein gleichseitiges Fiinfeck mit der Kantenlédnge a > 0.
Bezeichne mit ) den Schnittpunkt der Diagonalen P, P; und P Ps. Zeige,
dal QP3P,Ps eine Raute ist. (Hinweis: Nutze die Symmetrieachsen von &,
die durch P, und P, verlaufen.) Wende den Strahlensatz (mit Zentrum Q)
an, um zu zeigen, dafl (Ps, @), P») eine Konfiguration des goldenen Schnittes
bildet. D.h.: ,,Je zwei Diagonalen in & treffen sich im goldenen Schnitt.

(4) Gebe ein Konstruktionsverfahren mit Zirkel und Lineal fiir das gleichseitige
Fiinfeck an.

GAUSS hat diejenigen n € N, fiir die das regelméfige n-Fck mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist, genau gekennzeichnet. Dabei treten die FERMATschen Primzahlen,

d.h. Primzahlen der Gestalt 1 + 22k, k € N auf. Es ist unbekannt, ob es neben 3, 5,
17, 257 und 65537 noch weitere FERMATsche Primzahlen gibt.
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I (a)Sei K := Q(v/7) mit Ganzheitsring O = Z[v/7]. Schreibe pO als Produkt von
Primidealen und bestimme den Faktorring O/pO fiir p € {2,3,5,7,11}. Benutze das
Quadratische Reziprozititsgesetz, um ein allgemeines Kriterium dafiir aufzustellen,
welche Primzahlen in K zerlegt sind.

(b) Berechne das LEGENDRE-Symbol (). Was 148t sich also iiber den Faktor-

257
ring Z[v/91]/257Z[v/91] sagen?

IT Ein kleiner Fragenkatalog als Denkanstof zur Vorbereitung auf die miindliche
Abschluf3priifung;:

(1) Wie lauten die PEANOschen Axiome fiir die natiirlichen Zahlen? Beweise
die Gleichung >}_ k* = n(n+1)(2n+ 1)/6.
(2) Der Ring der ganzen Zahlen ist ein geordneter Ring. Was bedeutet das? Gib
ein Beispiel fiir einen Ring an, der keine Anordnung besitzt.
(3) Wie unterscheiden sich prime und unzerlegbare Elemente eines Integritéits-
bereiches? Wieso ist jedes prime Element unzerlegbar?
(4) Inwiefern verallgemeinert sich der Satz von der eindeutigen Primfaktorzer-
legung in Z auf andere Ringe, wie z.B. Z[y/—1] oder Z[v/5]?
(5) Nenne ein elementares Teilbarkeitskriterium fiir das Problem ,,7 | N 7.
(6) Wieso ist Z/mZ ein Korper genau dann, wenn m € P ist? Gibt es einen
endlichen Korper mit genau 10 Elementen?
(7) Was ist ein Dedekindring? Gibt verschiedene Beispiele an.
(8) Was besagt das ZORNsche Lemma und wozu taugt es?
(9) Wie ist der Ganzheitsring eines quadratischen Zahlkorpers definiert? Be-
stimme den Ganzheitsring von Q(v/13).
(10) Was laBt sich iiber die Einheiten und iiber die Primideale in dem Ganzheits-
ring von Q(v/13) sagen?
(11) Welches Zerlegungsverhalten hat 101 in Z[/11]?
(12) Wie heiBt das Quadratische Reziprozitéitsgesetz und in welchem Zusammen-
hang steht es mit der Faktorisierung von Idealen in einem quadratischen
89

Zahlkorper? Erlautere dies anhand des Beispiels (13—7)
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