
Zur E l e k t r o n e n t h e o r i e  d e r  Metal le  
a u f  G r u n d  der  F e r m i s c h e n  Statist ik.  

I. Teil: Allgemeines, Sfr6mungs.- und Ausfriffsvorg~inge. 
Von A .  S o m m e r f e l d  in ~[i~nehen. 

~[it & Abbildungen. (Eingegangen am 17. Dezember 1927.) 

In w 1 werden die Grundlagen der neuen Statistik, der B o s e - E i n s t e i n s c h e n  sowie 
der F e r m i - D i r a c s c h e n  entwickelt, im AnschlM} an P a n l i ,  aber in etwas ver- 
einfachter und erweiterter Form. w 2 bringt die erforderlichen mathematischen 
Hi]fsmittel. Der fundamentale Unterschied der neuen Statistik gegentiber der 
klassischen kommt hier bereits zur Geltung: die mittlere Geschwindigkeit der 
Elektronen wird in erster N~herung u n a b h ~ n g i g  yon  d e r  T e m p e r a t u r ,  die 
zugeh6rige de B r o g l i e s e h e  Wellenl~nge h~ngt wesentlich nur v o n d e r  D i c h t e  
der Elektronen ab. In w 3 wird der Begriff der freien Weg]~nge der Elektronen 
ganz im Sinne der klassisehen Theorie und im engsten Ansr an It. A. L o r e n t z  
eingeffihrt. ~Jberhaupt ist es fiir alles Folgende charakteristisch, da~ keine neuen 
physikalisehcn ]~ypothesen i~ber das Verhalten der ~etaHatome und ihre Weehsel- 
wirkung mit den Elektronen gebildet, sondern dM} die Hypothesen der alten 
Elektronentheorie lediglich mit den Formeln der neuen Statistik durchgereehnet 
werden. w 4 behandelt die Leitungsprobleme, w 5 die Ph~nomene an der 0ber- 
fl~tehe der Leiter, insbesondere den R i c h a r d s o n e f f e k t ,  w~hrend der Vol taeffekt  
hier zun~ehst zurtiekgestellt wird. w 6 und 7 formulieren die versehiedenen thermo- 
elektrisehen, galvanomagnetischen und thermomagnetischen Effekte; diese beiden 
letzten Paragraphen werden zusammen mit kritischen Schlul]bemerkungen den 

zweiten Tell der vor]iegenden Abhandlung bilden. 

W. P a u l i *  h a t  gezeigt ,  du~ das E l e k t r o n e n g a s  der  D r u d e s c h e n  

T h e o r i e  der  Me~alle im Sinne  tier F e r m i s e h e n  S t a t i s t i k * *  h o c h g r a d i g  

en ta r~e t  ist,  u n d  k o n n t e  yon  da  aus  den  b i s h e r  r a t s e l h a f t e n  t e m p e r a t u r -  

u n a b h ~ n g i g e n  P a r a m a g n e t i s m u s  der  A ] k a l i e n  quan~ i t a t i v  erkl~ren.  Es  

e n t s t e h t  die Frage ,  ob sich n i e h t  auch  die w o h l b e k a n n t e n  S c h w i e r i g k e i t e n  

aus der  al~eren T heo r i e  der  me ta ] l i s ehen  Lei~ung m i t  der  n e u e n  S t a t i s t i k  

beheben  lassen.  I eh  habe  dies in  e iner  V o r l e s u n g  des v e r g a n g e n e n  

Semes te r s  v e r s u c h t  n n d  b in  dabe i  zn b e m e r k e n s w e r t e n  R e s u l t a t e n  ge lang t ,  

die im fo lgenden  d a r g e s t e l l t  w e r d e n  sol len***.  

w 1. G r u n d l a g e n  d e r  n e u e n  S ~ a t i s t i k .  D e r  Un{er sch ied  

zwi schen  k l a s s i s che r  und  neuer  (quan ten-  oder  w e l l e n m e c h a n i s c h e r )  S t a t i s t i k  

* w. P a u l i  jr., ?)ber Gasentartung und Paramagnetismus. ZS. f. Phys. 41, 
81, 1927. 

** E. F e r m i ,  Zur Quantelung des idealen einatomigen Gases. ZS. f. Phys. 
86, 902, 1926; vgl. auch P. A. ~[. D i r a e ,  Proe. Roy. Soe. London 11~ 661, 1926. 
speziell w 4, wo der Zusammenhang mit dem Symmetrieeharakter der Eigenfuuktionen 
des Hohlraumes gegeben wird. 

*** Vgl. auch den vorl~ufigen Berieht Naturwissenschaften 15, 825, 1927. 
Z e l t s e h r l f t  f t tr  P h y s [ k .  :Bd. 47. 
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besteht bekanntlich in einer verschiedenen Annahme fiber die gleich- 
wahrscheinlichen Falle: In der klassisehen S~atistik sind die verschiedenen 
Z ust  ~n d e a priori gleichwahrscheinlich; es wird ausgelost, in welchen 
Zustand iede Molekel gesetzt wird. In der neuen Statistik sind die Be-  
s e t z u n g s z a h l e n  der Zust~nde mit Molekeln a priori gleichwahrseheinlich 
and Gegenstand des Losens. Die klassische Statlstik ergibt sich (vgl. unten) 
als Grenzfall der neuen Statistik fiir hinreichend hohe Temperaturen, so 
daft sie bier nicht besonders besprochen zu werden braueht. 

Es handle sich um ein ideales einatomiges Gas yon gegebenem 
Volumen V, gegebener Teilehenzahl 1V und gegebener Gesamtenergie E. 
Der Bewegungszustand jedes Teilehens sei quantenmal}ig definiert: wir 
sprechen yon dem k-ten Quantenzustand, seiner Besetzungszahl n k und 
der zugehSrigen Energie ek. Sie mfissen die Bedingungen erfiillen 

hr = ' ~ ]  nk, .E = ~ n~ek. (1) 

Wir s~hreiben die verschiedenen Wertsysteme nk (,Ziffernbilder") 
bin, welehe diesen Bedingungen genfigen: 

"i..- 

Ihre Anzahl sei W, so dal~ der die verschiedenen Ziffernbilder unter- 
seheidende obere Index i yon 1 bis W lauft. W heil]t die ,Wahr- 
seheinlichkeltszahl" des dureh die Gr~fien N, E, V bestimmten Zustandes 
unseres Gases. Die Entropie wird definiert durch 

S : k l o g W  oder eSl k ~ - -  W. (2) 

Wegen (1) kbnnen wir dafiir sehreiben: 

- ~ 2;~'k-- ~2;~k k, (3) eS__a N _ ~  i t 
= W e  k k 

~r uad ~] sind zun~chst beliebige Zahlen. Aueh i bedeutet zun~chs~ einen 
beliebigen unter unseren Indexwerten zwischen 1 und W. Da aber jedes i 
denselben Wer~ fiir die Exponential~unktion rechts liefert wie jedes andere 
und da es W solcher Werte i gibt, so kSnnen wir, start mit  einem be- 
stlmmten einfacher und symmetrischer mit der Summe aller i rechnen und 
erhalten start (3): 

1V 

~ - ~ x - f l E  .=. ~ e " (4) e k - ~'n~ (,~ + fl%) 
1 
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Nun bestimmen wir die ~ und ~ so, da6 wir von den Bedingungen (1) 

[rei  werden (Methode der L a g r a n g e s c h e n  Multiplikatoren, [ lbergang 

v o n d e r  mikrokanonischen zur kanonlschen Yerteilung*). Dazu haben 

wir zu maehen: 

u  ~ N - - t ~  = o. (5) 

Die durch ~ angedeutete Variation ist auszufiihren bei festem V; 

ie nachdem wir iiberdies entweder E oder N festhalten, schliel]en wir 

o~= ~ \Olg/v,E' r = v,N" (6) 

Zur Bereehnung dieser Diiferentialquotienten stiitzten wir uns au~ die 

folgende thermodynamische Gleichung, die als Definition yon T und ~o 

angesehen werden kann:  
T d s  ~ d u - ~  pdv.  (7) 

Die Wahl  der kleinen Buehstaben weist darauf Mn, dal3 Gleichtmg (7) 

slch auf die Masseneinheit bezleht, als welehe wir  z .B.  die Masse der 

einzelnen Korpuskel wiihlen k~innen. Es ist dann 

und daher S - - ~  N s ,  E----- lgu,  V----_N'v, 

N d s  ~ -  d S - - s d N ,  N d u  ~ d E - - u d ~ ,  N d v  ----- d V - - v d N .  

Multiplizieren wir (7) mlt  N und benutzen die vorstehenden Beziehungen, 

so entsteht aus (7): 

T d S  ----- d E  @ ~ d V - -  (u - -  T s  - t - p v ) d N .  (S) 
Daraus ~olgt: 

.O v, E T - -  T '  v, iv ----- T" (9) 

* Dieser [tbergang besteht bekanntlich darin, daft man die GrSflen _h rund E, 
start ihnen die urspriinglieh vorgegebenen Zahlenwer~e, sagen wir No, •0 zu geben, 
als unabMingige Variable ansieht und die linke Seite van (4), die wir X nennen 
wollen, als Funktion dieser Variabeln betrachtet, wobei man die ~k festh$1t und 
deu a, fl die dutch (5~ 6) bestimmten WerCe l~llt. Diese Funktion hat dann an 
der Ste]le No, Eo ein ~iuflerst steiles Maximum Xo (urn so steiler, je gr61ler No 
und E o sind). $~an veff$lseht nun die Bereehnung yon Xo nur wenig, wean 
man statt Xo die Summe der X an allen denjenigen Stellen N, /~ bilder die 
im Sinne der Oleichung (1) zu ganzzahligen n k gehSren. Das heiflt aber, daft man 
bei der Summation in (4) aufler den vorgegebenen a l l ea  priori mSglichen Ziffer- 
bilder nk beriieksichtigt, daft iuan a~so die rechte Seite yon (4) dureh die yon 
(11) ersetzt. 

Bei Gibbs (Statistisehe Meehanik, Kap. 10) wird der umgekehrte Ubergang 
yon der kanonischen zur mikrokanonisehen Verteilung gemaeht. Man kann be- 
merken, daft unter den Bedingungen der Quantentheorie (ganzzahlige nk, Summen 
start Integra]e) der [Ibergang begrifflich, wenn auch nicht reehneriseh, erleiehtert wird. 

1" 
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ist in Gibbscher Bezeichnung das thermodynamische Potential (auch 
,,freie Energie bet konstantem Druck" genannt), bereehnet fiir die Massen- 
einheit (in unserem Falle eine Korpuskel). Natiirlich kiinnen wir auch 
schreiben: a ~--- - -Z/ .RT,  wo /~ die universelle Gaskonstante and Z das 
~hermodynamische Potential fiir ein Mol des Gases bedeutet. 

Aus (9) und (6) folgt nun: 

1 
~ - -  k ~ '  ~ ~ k ~ "  (10)  

Da wir nnnmehr den Bedingungen (1) dutch Wahl vou cr und fl 
Rechnung getragen haben , kiinnen wir die Summation nach i in (4) 
ersetzen durch eine Summation fiber a l l e a  p r i o r i  mi igHchen W er t e  
yon  nk, was wir durch den Suffix.n an dem Summenzeiehen nnter Fort- 
lassung des nunmehr fiberf!fissigen oberen Index i andeuten. Ans (4) 
ergibt sich so: 

e~- _ ~ iv - fl ~ ~ - - ~ e  - 2~k (~ + ~ ~k ) ~k 

~ -  :~_j1-'Ie - ( '~+f l '~)nk  ~ -  lI~__~e - ( '~+f l~k )nk  (11) 
n k k n 

Der Exponent U~lcs iSt wegen (10): 

ST+~N--E pV 
k T  k T '  ( l l a )  

da ~a definltio'nsgema~ ~ N ~ E -  T S + p ]7. Mithin ergibt sich die 
Z u s t a n d s g l e i e h u n g  des Gases  einfaeh dutch Logarithmieren yon (11) 
in der Form: 

p V  __ ~ log~k, (12) 
k T  k 

~nit der Abkiirzung 

6k ~ ~_.~e - (~ '+  ~k)  nk. (13) 

Nehmen wir insb~sondere an, dal3 die Teilchenzah] N gerade einem Mol 
des Gases entspricht, so kiinnen wir start (12)auch schreiben: 

2V 1 
- -  N ~ log 6k. (12a) 

Soiern die rechte Seite gleich 1 wird, haben wir die idea le  Gas-  
g l e i c h u n g ;  wenn sie merklich yon 1 abweicht, liegt E n t a r t u n g  vor. 
Das ,Entartungskriterimn" werden wit also an (12a) Priiten kiinnen. 

Zuvor wollen wir Darstellungen ffir N und E auf gleicher Grund- 
lage entwickeln. Gleichung (4) ist eine Identitat in er and fl; wir 
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k(innen sie nach ~ und fl logarithmisch differentiieren. Denken wir uns 

in alas Resultat die Werte (!0) eingetragen und nehmen wir dieselben 

Umformungen vor, die yon (4) zu (11) fiihrten, so erhalten wit mit der 
Abkiirzung (13): 

~ / 
k (14) 

Somit kommt alles darauf an, die Gr~i~e 6k zu berechnen. Hier teilen 
sich die Wege: 

In der B o s e - E i n s t e i n s e h e n  S t a t i s t i k  werden alle Werte 

n k ~ -  0, 1, 2 . . .  a priori als zulassig angesehen. In der F e r m i - D i r a e -  
schen Statistik dagegen wird das P a u l i s c h e  P r i n z i p  zugrunde gelegt, 
wonaeh ieder vollkommen definlerte Quantenzustand hSehstens einm'al 
vorkommen darf; infolgedessen werden hier nur die Werte nk ----- O oder 

1 zugelassen. Die B o s e - E i n s t e i n s c h e  Statlstik ist ursprtinglich fiir das 
Lichtquantengas entwickelt und auf dieses sicher anwendbar, da sie das 
P lancksehe  Strahlungsgesetz liefert. Das Paul i sche  Prinzip gilt sicher 
~ r  die Elektronen des einzelnen Atoms; der Umstand, da~} die Systematik 
der Atomspektren sieh in den Bandenspektren der Molekeln wiederiindet 
(~Iecke,  Mul l iken) ,  weist sodann darauf bin, dull das Paul i sche  
Prinzlp auch fiir die Gesamtheit der in einem ~olekiil "~ereinigten 
Elektr0nen gilt. Die in der Einleitung genannte magnetisehe Unter- 

suehtm.g P a u l i s  lallt es als sieher erscheinen, dal] dasselbe Prinzip aueh 
das Elektronengas in den Metallen beherrseht, dab bier also die F e r m i -  
sche, nieht die Bosesehe Statistik am Platze ist. Dasselbe wird yon 
einem etwalgen ,Protonengas" gelten. Ob die yon F e r m i  vorgesehlagene 
Ausdehnung seiner Statistik anf das gewShnliche, elektriseh neutrale Gas 
legitim ist, seheint zweifelhaft. 

Die Bereehnung der Gr(il~e (13) llefert nun unmittelbar 

I 1 / ak = 1 - - e - ( ' * + f l ~ k )  B o s e - E i n s t e i n ,  (15) 

1 + e -  (~ + fl~k) F e r m i - D i r a e ,  

e -  (~ + ~k) 
O 1 - -  e -  (~ + t~k) 1 

- -  0-~ log Ok ----- e -  (~ + rick) e '~ + fl~k ~ 1 (15a) 

1 + e -  ('~ + ~k )  
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und entspreehend 

0 fl log a,  ----- e ~ + fl,k T 1" 

Somit folgt aus (12a) und (14): 

v / k-T ~ T ' ~ ' ]  log [ 1 T e - (  ~ + ~k)], 
k 

1 
h r =  ~ ] e ~ + ~ k ~ l  ' k  

Sehliel]lieh haben wir die Summation fiber k auszufiihren. 

(15b) 

(~6) 

Dies geschieht 
in fiblieher Weise durch ~bergang zur Integration. Die Energieniveaus ek 

behande]n wir als dieht benachbar~ und benutzen an ihrer Stelle die 
kontinuierllehe Variable 

m v2 m ~2 ~-- ~ ---- ~ (&2 § § ~2). (17) 

Im Hinbllck auf die Kreiselnatur des Elektrons wollen wir jedem durch 

k gekennzeichneten Quantenzusband das Quantengewicht G beilegen* und 

wollen ~ als yon k unabhangig behandeln: beim Elektron ist (vgl. P a u l i  

1. c) G = 2. Gleichviel, ob wir yon der wellenmechanischen Definition 

der Quantenzust~nde oder yon der Einteilung des Phasenraumes in Zellen 
der GrtiBen h 8 ausgehen, erhalten wir tfir die Anzahl der Quantenzust~ude, 
die auf den Spielraum 

md~,  md~,  md~ 

des Impulses entfallen, 

dco ~- VG d~d~ld~; (17a) 

wenn wir alle Zust~nde yon gleiehem v bzw. ~ zusammentassen, ergibt 
sieh daraus 

h )  rcVG (2 m)3/2 ~1/2d~ ' (17b) d$~ = 4 ~ V G  v~dv = 2 h8 

* Auf die Einfiigung des Faktors G hat reich freundlieher Weise Herr 
L. Landau  hingewiesen; der Faktor f~llt zwar im klassisehen Falle vollst~ndi~, 
im entarteten meistenteils aus den Endformeln heraus, mull aber konsequenterweise 
mitgefiihrt werden. 
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Mit (17 b) und der neuen Integrationsvariabeln u ~ fie ~ ~ tolgt 

aus (16) 
o o  

iV= 2 ~ V O  e ~+ f l ~  1 
0 

(2 mkT)3/2 f u~12 du 

0 

o o  

- -  2 ~ V G k T  
1 h a Je a . eu T 1 

0 

o ~  

0 

(18) 

Gleichzeitig ergibt sieh aus (16) die Zustandsgleichtmg zunaehst in der Form : 

o o  

p V  (2 mkT)~l~ 
k T  --" ~ 2 ~ V G  h8 J log (1 -~e -~ ' . e -U)u l /~du .  

0 

Durch partielle Integration entsteht daraus 
a r  

p V  2 2 ~ V G  (2mkT)312 I u3/2du 
k T -  3 ha j e ~ e e u ~  1. (18a) 

0 

Dies ist wegen (18) gleichbedeutend mit der bekannten Beziehung: 

2 
p V  ~ --~ E .  (18b) 

(18) und (18a, b) sind die zuerst yon E i n s t e i n  bzw. F e r m i  gewonnenen 
Grundformeln der neuen Statistik. 

Fiir das Folgende brauchen wir aul]er der Gesamtzahl N der Teilchen 
hr 

ihre Volumendichte n ~ ~ und die auf einen Geseh~vindigkeitsbereich 

d$ d~ d~ entfallende Teilehenzahl dn in der Volumeneinheit. Fiir letztere 
erhalten wit, indem wir die Darstellung (16) fiir N nicht fiber alle 
QuantenzustRnde, sondern nur fiber den Bereich (17a) summieren trod 
durch V dividieren 

dn ~ G e~+f l~T ] - -  G fd~d~ld  ~. (19) 

Die hler eingeffihrte , , V e r t e i l u n g s f u n k t i o n "  f hat die Bedeutung 

1 
f - -  , A = e  ~ .  (,20) 

1 ~-- 
- -ekT T 1 
A 
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A ist  eingefiihrt, um den Vergleieh mit  der klassisch~n Sta t i s t ik  zu 

erleichtern. Ft ir  A ~ 1 folgt niiznlieh aus (20), wenn man mit  A herauf- 

mult ipl iz ier t  und hi, here Potenzen yon A vernachli~ssig~, 

f = Ae kT" (20a) 

Dies is t  die M a x w e l l s c h e  G e s c h w i n d i g k e i t s - V e r t e i l u n g  fiir 

das einatomige Gas. Bereits hieraus erkennt man, wie im naehsten Para -  

graphen naher zu begriinden sein wird, dai~ das ,,Entartungskriterium" 
mit der GrSfie yon A zusammenh~ngt: kleine Wer te  yon A bedeuten 

klassisehes Verhalten, also k e i n e  E n t a r t u n g ,  grol3e Wer te  yon A 

v i i l l i g e  E n t a r t u n g .  Die Grenze zwischen Entar tung  und Nichtent- 

ar tung wird etwa durch den Wer t  A = 1 bestlmmt. 

w  B e r e c h n u n g  d e r  c h a r a k t e r i s t i s e h e n  I n t e g r a l e ,  E n t -  

a r t u n g s k r i t e r i u m  a n d  G e s c h w i n d i g k e i t s v e r t e i l u n g .  Die in (18)  

vorkommenden Integrale  verallgemeinernd*, setzen wir  
oo 

1 [" 1 -uedu (21) 
ue = v(e + 1) |  ~ +  1 

J 
0 

Die yon F e r m i  eingefiihrten Bezeichnungen /7' und G entsprechen dem 

Fa l le  ~) ~--- 1/2 und O ~ a/~: 

F = Ul12 , G = U31~. 

Fiir  k l e i n e  W e r t e  v o n  A l~l~t sich der Nenner von (21) leieht in eine 

konvergente Potenzreihe nach A entwickeln. Man erhglt  dadurch die 

folgende, fiir all~e Wer te  A ~ 1 konvergente D a r s t e l h n g :  

C~ - -  F(~) 1~_ 1) f u~du~(~O( -1 )k - lAke -k~!  

A ~ A ~ A ~ 
= A - -  2e+----~- ~ 3o+ ~ 4,o+ ~ ~ - . . .  (22) 

Wich t iger  ist  fiir uns tier Fa l l  g r o B e r  W e r t e  y o n  A. Eine einfaehe 

Betrachtung liefer~ ohne weiteres den asymptotischen Wef t  yon (21) fiir 

* Wir beschr~inken uns dabei auf die Fermische Statistik, da in der 
Bose -E ins t e inschen  Statistik. wo das Vorzeichen yon 1 in (21)umzukehren 
w~ire, der :Nenner fiir u = log A verschwinden, also das Integral fiir A ~ 1 
seinen Sinn verlieren wiirde. 
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A ~ 1. In Fig. 1 ist der Integrand, den wir nach der 0rdinatenachse 
(w-Achse) auftragen wollen, durch die punktierte Linie dargestell~. Solange 

1 
- - e ~ l  also u ~ l o g A  
A 

ist, ist merklich w = ue, vgl. die ausgezogene Linie. Ftir u = u o 
log A ist dagegen ersiehtlich 

1 1 
w = ~ -  u ,  ~ = - ~  u0e. 

Indem wir annehmen, dal] sich asymptotisch die in der Figur schraffierten 
Flachen I und l I  kompensieren, linden Mr  als erste Naherung 

20 
1 ~ Uoe + 1 __ (log A)e + ~ 

Uo~--  F (  0q_ 1) j u e d u  : (Q~- 1)/~(~ )~-  1) - -  F ( 0 ~ - 2 ) "  (23) 
0 

Wir k(innen dies Resultat verallgemeinern. Wir betraehten namlieh 
start (21) 

V :  / [ ' i  du d~o(u) (21a) 

0 

wo ~ (u) eine beliebige, aber hinreichend regulare und ffir u = 0 ver- 
schwindende Funktlon bedeutet, und erha]ten nach derselben Mefhode 
wie vorher als asymptotischen Wert 
fiir A = zr 

V = q~ (Uo). (23a) 

Dal] die Kompensation der Fl~chen- 
raume in Fig. 1 wirldich stattfindet, 
zeigen wit sogleieh in dieser allgemei- 
neren Form, die wit ohnehin sparer bei 
dem Problem des ttalleffektes (w 7), be- 

u P  

~A = LL o 

d - o  

Fig. 1. 

nS~igen werden. Bezeichnen wir n~mlich den 0berschuI3 yon (21a) 
iiber (23a) mit zlV, so ist 

i d u d ~ (u) A V = I - ~ I I ,  I =  1 euq_ 1 d u ' 

no 

U0 ~0 

e~q_ 1 du  t q - A e  - ~  du 

0 

. ( 2 4 )  
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Wi r  ftihren eine neue In tegra t ionsvar iable  t e i n ,  die ihren Ursprung 

an der kri t ischen Stelle u ~ u o hat, indem wir  setzen: 

in I) u : u o  (1 + t ) ,  

Dann wird : 

;~ ' [uo (1 + O] dr, 
I ~ u o 1 4- euo t 

i 

o 

in I I )  u ~-- u o (1 - - t ) .  

1 

I~ '[Uo(1 --O]dt" (25) I I  m_ - -  uo 1 4 -  euo t 
i 

o 

Hier k~innen wir  in I I  die obere Grenze durch oo ersetzen, wobei 

wir  nur einen Fehler  yon der 0rdnung e-uo  begehen, der au~erhalb der 

Genauigkei t  unserer asymptotischen Darste]_lung liegt. W i r  schlie$en 

also aus (24) und (25) 

, x ~  t t 

q~ [uo(! + t)] - -  r [uo(l - 0] 
A V u o dr, I 1 + e'*o t 

= 2 ~ : )  u~ r [ t ~ - , d t .  
2,4,6 .... ( v - - l ) !  J 1 +euo  t 

o 

Es is~ aber, ahnlieh wie in (22):  

f _ _  ~ t v - ' d t ( e - ~ o t - - e - 2 U o t q - e 3 u o t  . . . .  ) 
J 1  -+- e uot 
o o 

_ ( ) 
Setzen wir allgemein 

1 1 1 
c, -~-- 1 - -  ~7 q- 3-7. - -  4 ~ q- "" ", (26) 

wobei z. B., wie bekannt, 

1 1 1 ~ 
c s - -  1 - - ~ + 3 ~  4 * +  . . . .  1-2' (26a) 

so kiinnen wi t  schreiben: 

A v = 2 ~ cv ~(,)(u o) ~ 2 (c~ ~"  (uo) + ~, ~,v (Uo) + . . . )  (27) 
2,4 ,6  . . . .  

und vermiige der Definition yon J V: 

V ~--- V~ ~- A V ~ cp (Uo) + 2 (c 2 ~o" (Uo) + c 4 qo'V(uo) ~ - . . . ) .  (27a)  

Der allgemeine Grund dafiir, dal~ in dieser Darstel lung nut  das 

Argument  u o vorkommt, wird klar,  wenn wir  (21a)  dutch par t ie l le  

In tegrat ion umformen : da f ~ 1 fiir u < u o und ~.~ 0 fiir u > u o ist, 
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so wird df/du nur [iir die Umgebung der ,Grenzgeschwindigkeit" 
u ---- u o yon Null verschieden und tr~gt daher nur diese Stelle merklich 
zum Werte des Integrals (21a) bei. 

Auf den besonderen Fall 
u~ u~ + 1 

~ ' ( u ) - - F ( ~ + l ) ,  ~ ( u ) - - F ( ~ + 2 )  
angewandt, ergibt sieh* aus (27a) 

u~ +1 1) 2[% (0 1~ 4lc 4 

Der u mit (23) zeigt, da6 in der Tat z /U  mit u o yon ge- 
ringerer 0r4nung unendlich wird als U=, da6 also U~ den asymptotischen 
Grenzwert yon U e darstellt. Dasselbe gilt bei geh(iriger Einsehrankung 
yon ~ (u)yon der Gleiehung (27 a) im Vergleieh mit dem asymptotischen 
Grenzwert (23 a). 

Gleichung (28) veraJlgemeinert die schon yon F e r m i  abgeleitete 
asymptotisehe Darstellung seiner Integrale F u n d  G, die, wie erwahnt, 
unserem Ul/2 und U312 entsprechen. Indem wir die Reihe ebenso wie 
Fe rmi  mit dem zweiten Gliede abbrechen und tiir u o wieder den Weft 
log A eintragen, erhalten wit mit Riicksieht auI (26a): 

( ~ 1 ) 
~1/2 = 31/~(l~ 1-~ ~ (]ogA) ~ + ' ' "  ' 

5 =~ 1 (29) 
U 3 / 2 - - 1 5 8  (logA) 5/2(1+ 8 (logA) ~ + ' ' ' ) "  

Wir werden im Iolgenden auch die Integrale U o, U1, U~ beniitigen, 
welche in gleicher Naherung naeh (28) sind: 

U o ~ log A, | 

< ~  U1 (log A) ~ 1 q- / 
- -  2! 3 (log-A) ~ ' ! (30) 

(log (1 1 ..~o { 
(log A) ~ / ) 

U o brieht beim ersten Gliede ab, U 1 beim zweiten, U, beim dritten usw., 
wie aus (28) zu ersehen ist. 

Alle diese Reihen shad, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, nur 
1 

exakt bis auf Gr~l]en der Ordnung e-~o ~ ~-. Wir bes~atigen dies 

* Eine vSllig strenge hbleitung der Gleiohung (28) verdanke ich meinem 
Kollegen O. Perron. 
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z. B. an dem Werte yon Uo, der sich leicht direkt berechnen lai~t. 
Setzen wit rramlich e = ~ x, so wird 

oo oo 

fe _ 

~o- - - - j  x x + A  j \ x  
I 1 

1 1 
*-toga + A 2 A ~ + . .  

1 )=log(A+I), ] 
x + A (30a) 

Der Unterschied zwischen diesem und dem in (30) angegebenen 
Werte ist in der Tat asymptotisch verschwindend, gemessen an der GrS~e 
u o ~ log A. 

�9 Ferner werden wir die allgemeinen Integrale brauchen: 
oo ~ oo | 

~ d L  1 .1 I d L ~  1 t d L 8  

J V o - -  . : ~ f d u '  V 1 ~ .J  du  f d u '  V 2 = - ~ . J - d u u  f d u '  (31)  
o o o 

L 1 = u L (u), .5 2 : u ~ L (u), L~ = u s L (u). 

Die hier eingehende Ftmktlon L(u)  ist als empirisch gegeben zu 
denken; setzt man sie insbesondere konstant ---- ~, so gehen bzw. fiber 

(V., VI, V,) in l(Uo, UI, ~J2)" (31a) 

Die Berechnung der lutegrale (31) folgt aus (27a), wobei wir start 
logA wieder u o Setzen: 

~ / dL  d 2 L \  
V~ ~ L l ( u ~  6 d u  2 - -  

~s d s Ls 
Vl -~ L 2 (Uo) + ~ d u ~ 

u s ~t s ( dL  s ds L \  
---- 2 L ( u ~  + U  d~u")~ ' (31b) 

U 0 

~t 2 dS L3 
V ~ = L  s ( % ) +  6 du ~ 

u~., �9 ~s / dL adS L \  
- -  ~.' L ("~ + ~ ~6 ~L ~- ~ ~ s ~  + "  ~d~ )~ = ~o" 

Wir bilden noeh die folgenden VerhMtnisse, indem wlr ~eweils die 
zwelten Glieder als Korrektionsgrtlllen behandein: 

~s u d l ~  [ 

Vo ~- ~ d~ /} (310 
~r s 1 / u d l ~  [ 

]71 3 0 d /l~ / ]  ) 
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Des n iheren  beschi[tigen wir uns mit  Uti2. Indem wir die Dar- 

stellung (29) fiir A ~ 1 erginzen durch die fiir A ~ 1 giiltige Dar- 

sgellung (22) : 

UII~ = 1~ = A 1 2~ h @ ~[~ . . .  

erhalten wir Fig. 2: Zunichst  einen geradlinigen Anstieg proportional 

m i t  A, dann eine Abweichung yon der Geraden nach nnten*,  schliei]lich 

ein schwaches Ansteigen ins Unendliche 

proportional mit  (log A)3/~. 

Aus Fig. 2 entnehmen w i r  das E n t -  

a r ~ u n g s k r i t e r i u m .  Nach (18) ist mit  

n - ~ N / V :  

n h a 
_ (2 ~ m k T)~/~. r;~/~. (32) 

Solange nun A ~ 1, ist auch U~& ~ 1 
mid fiir A ~ 1 merklich gleich A. Dann 

folgt also aus (32) 

nha(2~rmkT)-3h .  (33) A - - ~ -  

II 
/ 

//' I 

A~1 A 
Fig. 2. 

Is~ abet A ~ 1, so wird auch U1 h ~ 1 ; aus (29) und (32) folgt dann 

nhaG 4~r(2mkTl~ 1 +  8 ( l o g A )  ~ q - ' ' "  

* Die vergleiehsweise eingezeiehnete punktierte Kurve entspricht der Bose- 
Einsteinschen Statistik; die Abweichung yon der Geraden F ~- A liegt bier 
im umgekehrten Sinne als nach der Fermischen Statistik. Die Kurve ist nut 
ffir A ~ 1 gezeichnet und erreicht fiir A z 1 die Grenzordinate 

F=I_} 1 I ~_. + ~ ,. --_ 2,6i5. 

Zur Frage, ob in diesem Grenzfall die Integraldarstellung yon F noch legitim is~, 
vgl. Uhlenbeck ,  Diss. Leiden, 1927. Der Grenzfall A ~ 1 hat besonderes 
Interesse ffir die Statistik der Lichtquanten. Da im Falle der Liehtquanten nur 
ihre Energie E, nicht aber ihre Zahl N gegeben ist~ hat man .in den Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen nut e in e n L a g r a n g e schen ~ultipl!kator, 
n~mlich fl, ein~.uffihren; dies kommt darauf hinaus, dab man a ~-- 0, also A --~ 1 
setzt. Das Vertei]ungsgesetz f geht dann in das Plancksehe Strahlungsgesetz 
fiber. D ieE ins t e in sehe  Ansehauung, daft fiir A --~ 1 ein gewisser ~berschufl 
'an Atomen (bier Liehtquanten) als Bodenkiirper ausfatlen muff, entspricht ganz 
dem Umstand, daff die Zahl der Lichtqaanten nicht vorgegeben ist. 
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und hieraus in erster und zwei~er Naherung: 

2 m k T log A ----- h a { 3 n '~213 . erste N~herung. (34) 
\ 4 ~  G/ "" 

h~( 3 .  ~2/3 
2 m k T l o g A - - - ~  \ ~ /  

1 ( 2 ~ m k T )  ~ 3n  - 
zwei~e Naherung. (34a) t w m 

In gleicher Weise berechnen wir E aus (18). 
Fiir A ~ 1 ist wegen (22) und (33) 

E = 2 ~ t V G k T  (2mkT)3h 3]/-~ 3 3 ha ~ A ~ ~ n  V k T  = N k T  (35) 

ganz im Sinne der klassischen Statistik. 
Fiir A ~ I dagegen wird nach (29) und (34a) 

( 1 ) 
E - -  25 ~ m h  ~VG(2mkTl~ 1 + 8 (logA) ~ 

- -  5 m \ 4 ~ G /  1 ~ -  1 2  h a 

Wir haben also eine ,Nullpunkts-Energie 

2 ~ V ~ h  a [  3n ~513 
E ~  5 m \ ~ ]  (36a) 

und einen langsamen Ans~ieg der Energie mit zunehmender Temperatur 
(~gl. Fig. 3) 

1 m G , / 3 n x% 
E : E~ ~ V T 2 '  ? - -  3 ~- ( 2 z k ) ~ ( 4 ~ G )  " (36b) 

Gehen wir schliefllich auf die Zustandsgleichung etwa in der Form (18b) 
zuriick, so erhalten wir sofort aus (35) A ~ 1 

p V  ----- N k T  bzw. fiir ein Mol des Gases ~--- /~T, (37) 

dagegen aus (36) A >> 1 

1 
----- Po -4- ~ 6. T ~, 

~Oo-- 15 V~ ~4-~d]  ' 6 - -  9 ~ ( ~ k ) ~ \ 4 ~ /  " 

I% ist der ,,Nullpunktsdruck", d d e r  Spannungs-Koeffizient fiir kleine T. 
Alle diese Formeln finden sieh bereits, wenn auch in etwas anderer 
Sehreibweise, bei F e r m i  1. c. Zur graphisehen Darstellung des Druck- 
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verlaufes kann ebenfalls Fig. 3 dienen, wean wir darin E, Eo, 7 ersetzen 

durch 1o, 10o, 5. 

Aus dem Vorstehenden, insbesondere aus der Form der Zustands- 
gleichung (37) und (37a) ist ersiehtlich: A > ~  1 bedeutet Entartang, 
A ~ 1 Nieht-Entartung, d. h. klassisehes Verhalten yon Drack and 
Energie. Dan ach  Fig. 2 A > ~  1 aueh F > ~  1 and A~I auch F ~ l  

bedeutet, so kSnnen wir mit Riicksicht auf Gleichung (32) d e m E n t -  
a r t u n g s - K r i t e r i u m  sch l i e f i l i eh  die f o l g e n d e  F a s s u n g  g e b e n :  

n h 8 } 
Entartang : ~ -  (2 ~r m k T ) -  .3/2 >> 1, 

(38) 
n l~, 8 

Nicht-Entartung: ~ - -  (2 :,t m k T )  -312 ~ 1. 

Wir sehen daraus, dab das Elektronengas wegen seines kleinen 
m = 9 ,02 .10  -2s sehon bei g ewfihnlichen Temperaturen stets entartet 

ist, sofern wir die Anzahl n d e r  Leitungselektronen etwa gleieh der 
Anzahl n~ der Metallatome in der Volumeneinheit setzen. Verstehen 
wir anger L die L o s c h m i d s e h e  Zahl pro Mol 
(bzw. Grammatom) = 6 ,06 .10  ~a, unter d and [ 
M Dichte and Atomgewicht, so wird fiir 
jedes Metall 

d E~ 
n~  = ~ L, (39) 

also z. B. fiir Ag(d = 10,5, M = 107,9) 

10,5 
nag - -  107,9 

- - . 6 , 0 6 . 1 0  ~8 = 5,9.102~. (39a) 

A-~)7 A(<'I 
[Ml~rtet Iflass/:sclr 

Fig. 3. 

Setzen wir dies fiir n in (38) ein and nehmen wir T = 3000 an, so 

ergibt sich mit G = 2 (vgl. S. 6): 

n h  s 5,9.6,558. 10 -59 166 104 ~ 1. 
(2 ~ t m k T ) - 3 h  = 2.  (2 g .  9,02.1,37. 300.10-4~)3/2 - -  712 

Wi t  haben es also bei den bfetall-Elektronen unter allen Umstiinden mit 
h o e h g r a d i g  e n t a r t e t e n  S y s t e m e n  zu tun. Sie stehen stets unter 
dem hTullpunktsdruck P0, Gleichung (37a), weleher sich naeh den vor- 
stehcnden Zahlenangaben berechnet zu 

Po = 2 . 1 0  ~ldyn = 2 10~Atm. 
c i n  3 
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Die Nullpunkts-Energie pro Volumeneinheit ist nach (36a) oder auc.h 

nach (18b) S/2mal so grol], betr~gt also in dem betrach~eten Falle: 

/~o __ 3 . 1 0  u e r g  = 3 0 0 0 k g m  
V cm a cm 3 

Wir fragen nun nach dem Beltrag der E]ektronen zur spezifischen 
Wiirme des Metalles. Die mittlere Energie, pro Elektron berechnet, ist: 

E E 

N Vn 

Daraus folgt dis spezifische Wi~rme % ebenfalls pro Elektron gerechnet, 
nach (36 b): 

( ) 2/3 
~ T _ ~ .~ k 2 ( 4  ~ ~ T. (~o) 

cv - -  ~ V~. = r n 7 \ = ~ - n  / 

Wie auch aus Fig. 3 ersichtlich, verschwindet sis ffir T ~ 0 

(Nernstscher  Wgrmesatz) und ist ftir ma~ige T sehr klein. 
Wir gehen fiber zur spezifischen \Vgrme C v der Elektronen in einem 

Mol des Metalles, indem wir (40) mit L, der Anzahl der Atome nnd, 

wie wir annehmen, zugleich der ungefghren Anzahl der Elektronen im 
Mol (bzw. Grammatom) des ]He~alles mul~iplizieren. Wit  erhalten so 

wegen R ~-- k.L, G -.~ 2: 

R - - -  h = \ 3 n /  = 2 , 4 .  10  - 2  . ( 4 0 a )  

Die rechte Seite ist fiir T = 300, n = 5 ,9 .10 ~-2 [Gleiehung (39a)] be- 
rechnet. Sie ist etwa seehzigmal kleiner, als sie in der klassisehen 
Theorie sein wfirde. Die S e h w i e r i g k e i t  der  s p e z i f i s e h e n  W g r m e  
der  E l e k t r o n e n  wi rd  a lso  d u r c h  die E n t a r t u n g  p r a k t i s c h  be-  

s e i t i g t .  
Die vorangehenden Formeln enthalten aueh bereits den ~llgemeinen 

Ausdruek fiir die E n t r o p i e  des einatomigen Gases. Zungchst hat man. 

ftir den Exponenten in Gleiehung (11) nach (11 a) 

S ~z~ r f i E  ~ v  
k: k T 

E Gleichung (18 b) also wegen ~ = - -  logA; ~ = 1~hi', ~) g --- 

S = k lV  3 X k : T  logA . 

Setzt man bier f f i r E  and N die Darstellungen (18) ein, so ergibt sieh 
die Entropie fiir ein .~Iol des Gases als reine Funktion yon A: 

= R (  .5. U:'I--2 -- log' A~. (4i) S 
\ 2  U% / 
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Diese Formel mit den daraus folgcnden Schliissen ist in etwas anderer 

Schreibweise und Ableitung sehon -~on F e r m i  gegeben. 

LaSt man in (41) T -~  0, also A --~ ~ gehen, so wird naeh (29) 

das erste Glied der Klammer gleieh log A, und daher * 

S o = 0 (Nerns t sches  Theorem). (41a) 

Das bedeutet: im entarf, eten Gas, wo den Individuen zum weltaus griil~ten 

Teile feste Pl~tze angewiesen sind, ist fiir Wahrsehelnlichkeit keln Ratun. 

Liil]~ man andererseits T - >  c~, also A--~ 0 gehen, so gilt wegen 

(22) U3/2 ~ Ull2 und A bestlmmt sieh aus (33). Man erhiilt wegen 

s s (G ~-- 1 gesetz~): 
n - - V - - k T  

S~ ~--- /~ (-~ ] o g T  - -  logp  -~- log C) (41b)  

mi~ dem S t e r n - T e t r o d e s c h e n W e r t d e r  Entropiekonstanten 

C = (2 ~m)3/2 (ke)5/2 
h3 (41 c) 

Am stgrksten tr i t t  der fundamentale Unterschied zwischen Entartung 

und Nichtentartung hervor in der Geschwindigkeitsverteilung des ent- 
arteten Gases: 

Tr~gt man f, Gleichung (20), als Funkt ion yon v auf (Fig. 4), so 

erhalt man fiir A ~ 1 start der Glockenkurve des klassischen Falles 

(A ~ 1) einen auf weite Strecken horizontalen u der erst flit sehr 

groi~e v exponentiell abf~llt. Die Halbwertsordinate dieses Abfalls 

m 7; ~ = k T l o g .  A zu bestimmt sieh nach Gleiehung (20) aus =~ 

__-- __1 [ 2  m k T log A. (42) 
m 

Benutzt man Gleichung (34), so wird 

Die dieser Gesehwindigkeit zugeordnete de B r o g l i e s c h e  Wellenli~nge ist: 

%'! t - -  - -  (42 a) 
m v  \ 3 n /  

Setzt man noch n = 1/a ~, so gilt also 

Z ~ = ~ a ~ G. 
$ 

�9 Ebenso die zweite N~herung (~  ~ 1 gesetzt): 

S--~ Rt-h-/ \ ~ :  mkT. 
Zeitsehri~t fitr Physik .  Bd. 47. 2 
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In Worten: Der Kubus unserer de Brogl ieschen  Wellenl~.nge ist 
gleieh dem G-fachen (zweifachen) der Kugei yore Radius a, wo a 8 das- 

]enige Volumen bedeutet, auf welches im I)urchsehnitt ein Elektron kommt. 
Nimmt man die Elektronenzah[ n annahernd gleieh der AtomzaM an und 

setzt das Atomgitter als kubisch 
f 

,4))1 

} 

u = ot~t. 

Fig .  4. 

I '  

voraus, so ist a zugleich die Kanten- 
l~.nge des Atomgitters. Da diese yon 
der GrSl]enordnung einiger Angstrfm- 
Einheiten ist, so wird aueh it yon 
derselbenGrSI]enordnung: X l i e g t  im 
B e re i eh  sehr  w e i c h e r  R S n t g e n -  

W e l l e n l a n g e n .  Genauer bereehnet 
man fiir Ag mit n ~ - -5 , 9 .  10 ~'2, 
Gleichung (39a), ~ ~-- 5,3 ~.-E. 

Die hier eingefiihrte charakteristisehe Gesehwindigkeit is~ nich~ 
wesenflich g r ~ e r  als die m i t t l e  re G e s c h w i n d i g k e i t  vm der Elektronen. 
Letztere definleren wit am natiirliehsten aus der mittleren kinetisehen 
Energie der Elektronen, indem wir setzen: 

_ _  V~m . 
N 2 

Dies ergibt nach (36 a) mit  h r ~ n V 

m ~ 2 ~ G h  ~ ( 3 n \ %  

also 

3 h ~ ( 3 n ~/~ 
10 m \4~tG] ' 

V- m \4z~G] ~ v  ~ 0,774~. (42b) 

Die so definierte mittlere Gesehwindigkeit ist ebenso wie unser v, 
aber ganz im Gegensatz zu der mittleren Geschwindigkei~ tier klassischen 
Theorie, in erster Naherung u n a b h a n g i g  yon  d e r . T e m p e r a t u r  und 
w e s e n t l i c h  b e s t i m m t  d u r c h d i e  D i e h t e  der  E l e k t r o n e n .  S i e i s t  
in Fig. 4 eingezeichneL Auf die dor~ ebenfalls eingezeichaete Gesehwin- 
digkeit v = ~o kommen wit in w 5 zu spreehen. 

Wegen des geringen Unterschiedes zwischen ~ und v,~ kiinnen wir das 
in (42) definierte it auch auffassen als die der m i t t l e r e n  E l e k t r o n e n -  
G e s e h w i n d i g k e i t  z u g e o r d n e t e  de B r o g l i e s e h e  W e l l e n l a n g e .  
Durch Einftihrung dieses it werden die vorangehenden ebenso wie alle 
folgenden Formeln in der Schreibweise vereinfacht. 

w U b e r ~ r a g u n g  tier L o r e n t z s c h e n  T h e o r i e  der  • e t a l l -  
e l e k t r o n e n  auf  die F e r m i s e h e  S t a t i s t i k .  Wir betrachten ein Leiter- 
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sttick, welches in der x-Richtung yon einem stationaren elektrischen Strom 

oder Warmestrom durchflossen ist oder in dieser Richtung irgendwelche 

Inhomogenitiiten des Materials (der Elektronenzahl n) aufweisen mtige. 
Das in der x-Richtung wirkende elektrische Feld nennen wir F, wobei F 
im allgemeinen mit x ver~tnderlich sein wird. Senkrecht zur x-Achse da- 
gegen soll kein Feld wirken, keine Strtimung und Inhomogenitat vor- 

harden sein (vgl. ~edoch w 7). 
Gegentiber der normaleu Geschwindigkeitsverteihng der Elektronen, 

die wit jetzt f0 (~, ~, ~) nennen wollen, wird dutch die Auszeichnung der 
x-Achse und der in diese Riehtung fallenden ~-Komponelate der Ge- 
schwindigkeit elne abgeanderte Verteilung entstehen. Wir setzen sie mit 

H. A. L o r e n t z *  an in der Form: 

f = fo + ~Z" (43) 

f0 ist bei uns die Fermische  Verteilung (20), wi~hrend I-1. A. L o r e n t z  
nattirlich mit der Maxwel lschen  (20a) reehnet; f0 ist bei uns ebenso 
wie bei L o r e n t z  kugelsymmetrisch im ,,Gesehwindigkeitsraum", d. h. die 
Geschwindigkeitskomponenten kommen in fo nur v o r  in der Verbindung 

m v~ m ~ 
_ = - f f  =~-(~+ +~). 

Dasselbe diirfen wir, wie die weitere Reehnung zeigt, yon dcm Sttirungs- 
zusatz Z annehmen. Die Bestimmung yon Z entnehmen wir der L o r e n t z -  
schen Arbeit: Die Stationar~tlit der Verteihng verlangt fiir jede Stelle 

des Leiters : 

e F  Of  a f  (44) 
m 0 ~  -4- ~ a ~  = b - . .  

Hier bedeuten b und a die Mengen der Elektronen, die pro Volumen- 
einheit und Zeiteinheit dem betraehteten Geschwindigkeitsbereich dureh 
die Zusammenst~l~e mit den Metallatomen hinzugefiigt oder entzogen 
werden. Bei der Berechnung yon b und a tritt  die freie Wegl~nge 1 der 
Elektronen auf, die umgekehrt proportional ist der in der Volumen- 
einheit enthaltenen Anzahl und dem Wirkungsquerschnltt der 3fetall- 
atome. Die letzteren werden als ruhend behandelt; yon den Zusammen- 
st6gen der Elektronen untereinander wird abgesehen**. Dagegen werden 
wir den Wirkungsquersehnitt als empirisch gegebene Funktion der Elek- 
tronengesehwindigkeit v behandeln, womit wit z. B. den Raumsauereffekt 

* Amsterdarner Akademie, Januar und 3[/s 1905. Vgl. auch Theory of 
E]eetrons, S. 63--67 unr ] 266--273. Leipzig und Berlin, Teubner, 1909. 

** Bcide Annahmen sind natiarlieh bedenk]ich; vgl. hierzu w 4, A. 
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einsehliellen. Infolgedessen wird auch die freie Weglii~ge eine beliebige 
Funktion l(v), fiber die wir im allgemeinen keine naheren Annahmen 
zu machen brauchen*. Indem man den Ansatz (43) benutzt, erhalt 
man mit L o r e n t z  

b - - a  ~ - - / v z ( v ) .  (44a) 

Daranfhin folgt aus (44) bei konsequenter Vernaehl~ssigung hiiherer 
Glieder (die Abweiehungen yon der Normalverteilung werden als klein 
vorausgesetzt): 

l__(eF c)fo + t)fo \ Sz 

oder, mit Rficksicht auf die Kugelsymmetrie yon fo, 

z ( e F  1 afo af0~ (45) 
Z - -  v - -~ v av § ~ ]  

Wir ktinnen nun die fundamentalen Griiflen der Theorie, den elektrisehen 
Strom J und den Energie- oder Wiixmestrom W, berechnen, beide pro 
Fliieheneinheit des x-Quersehnittes genommen: 

I ~176 J =  e ~fdeo, W--'-- -~ v2fdeo. (46) 

Die Integration naeh de~, Gleichung (17a), ist fiber den ganzen Ge- 
sehwindigkeitsraum zu erstrecken **. Ersichtlich fallt wegen der Kugel- 

symmetrie von fo das Glied Sf0 bzw. ~v~fo bei der Integration fort. In 
dem iibrigbleibenden Gliede kann $~ ersetzt werden dutch v2/3, wie man 
erkennt, wenn man im Gesehwindigkeltsraum Polarkoordinaten benutzt. 
Schliefllich geht man yon den zu d$~, Gleichung (17 b), fiber. Man erhalt 
so start (46) 

I / (46  a) 

Mit Benutzung yon (45) und (17 b) besagt dies 

3 \ h i  L m j -g~v dv -4- 

w - -  3 \~]  IW I~47~ dv + lef~ 

* D e n  Hinweis daraof, daft dies m6glieh ist, verdanke ieh den Herren 
G. W e n t z e l  und W. V. H o u s t o n .  In meiner Note in den Naturw., vgl. das Zitat 
in der Einleitung, hat te  ich l als konstant angenommen. 

** Der Faktor V in den f~illt jetzt  fort, d a e s  sieh weiterhin am die Flfichen- 
einheit  bzw. Raumeinheit handelt ;  dasselbe gilt fiir d ~ .  
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Integrat ion im ersten der beiden I_utegrale liefert  (die Je  eine partielle 

Integrat ion naeh v erstreckt sieh stets yon 0 bis vr 

w z T  \h/ 
~ n  

Fiihren wir  als neue Integrat ionsvariable zuerst ~ ~-- ~ v 2, sodann 

u ----)~-~ ein, so geht fiber: 

wofiir wir  nach Bedarf schreiben werden:  

L ( u )  oder L ( u T ) .  (46c) 
Ferner geht iiber: 

l v 2in 2 k T L  l(u), 1.v ~ in (2 /~ / '~  ~ ' -  �9 - -  _ _  L 2 ( u  ). 
\ ~"v, ,] 

L 1 und L 2 sincl die bereits in (31) gebrauchten Abktirzungen. 
wi t  auch die dort erklarten Zeichen Vo, V1, so ki/nnen wit  schreiben: 

- -  3 h s e F k T V ~  (kT)~ Ll f~  ' 

W :  Sg mG l2eF(kT) 'Va- -S~[ (kT)a  f -t~ 

Ausftihrung der Differentiation nach x tiefert: 

J 8 z r e m G k T ! e F V o - - 2 k - - t L t f o d u - - k r  fodu 
- -  3 h a ~ Oxd 

i i - - k T  L , ~ d u  , 

W - -  3 -h i (kT)~{ 2 e F V 1 - 3 k  L ' f ~  f~ 

Nun ist iiir • = 1 oder 2: 

c)L,~ d.L (u. T) dL (u. T) OT u d.L c)T 
c)x e)x dT c)x T du Ox 

Infolgedessen ergeben die dritten Glieder der beiden { } in (47): 

i f - - k  OT u~dL fodu bzw. - - k  OT u~dL f~ du; 
~ ~ d u  ~ 

Benutzen 
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sie lassen sigh mit den zweiten Oliedern zusammenfassen zu [vgl. die 
Bedeutung von ~L1, Z~ und V1, V~ in (31)]: 

_ k O T  dL 
~ f (2Lu + u ~ u ) f o d u  

_ _ k O T [  d c)T - -  ~ . 1  du (U2Z) f~  - - 2 k ~  V1 (47a) 

bzw. zu : 

O :v ---j's --6k OT V~. (47b) - -  - k ~ d  (u 8 L)  h d u = ~-  

Was die letzten Glieder in (47) betrifft, so gilt ersichtllch 

Of o __ Of o O A 1 e u OA df o 01ogA 
- -  - - -  ~ c) z - ~  - -  d---u 0 - - - 7 - -  O x  OA C)x "-~(I\A e~ + 1) 

Daher werden diese letzten Glieder 

Of~ du 01ogA -- k T i L, ~ ~-- k T ~ f f ' - -  I L l dd~ d u 

01~ A I ~u~ TOI~ (47c) - - k T  c)x f ~  

und entsprechend 

I Ofo du 01ogA 
- -  k T  L 2 - ~  ~ - -  k T  Ox (47d) 

Tragen wir (47 a, b, c, d) in (47) ein, so haben wir schliefllich 

8~emG k -  ~e2, 2k c)T V1 01ogA / 
J = ~  hS 1'rot k T ~ j ,  

0 x V o (47 e) 
16~r m G { kOT V 2 kTalOgA~. w--  ~ -  -h~ (kr)'V, eF--3 . ~  v, Ox ) 

Im folgenden interessieren wlr uns wesentlich fiir den GrenzfaU 
A ~ 1 (Entartung). Den anderen Grenzfall A ~ 1 wcrden wir nut 
deshalb mitnehmen, um auch die entsprechenden klassischen Formeln zur 
Hand zu haben. Dabei werden wir in dlesem ]etzteren Falle die freie 
Weglange I als Geschwindigkeitslange unabhiingig behandeln, so daft nach 
(31 a) Vo, V~, V 2 bzw. in l Uo, l U~, Z U~ iibergehen. Allerdings liel~en 
sich in diesem Falle, wie Bohr  in seiner Dissertation und R i c h a r d s o n *  
gezeigt haben, die Rechnungen auch durchfiihren unter der Annahme 

* 0. W. Richardson, Phil. Mag. 28, 599, April 1912. 
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einer zwischen den Atomen und Elektronen wirkenden beliebigen Zentral- 

kraft, welcher Annahme elne freie Weglange proportional mit einer be- 

liebigen Potenz der Geschwindigkeit entsprechen wtirde. Doch brauchen 
wir hierauf nicht einzugehen, da uns der Fall A ~ 1 nur vergleichs- 
weise interessiert. Dal~ im Entartungsfalle A ~ 1 die Rechnungen sich, 
ohne irgend eine Spezialislerung der Funktion l (v), allgemein und eintach 
durchftihren lassen, istiedenfalls sehr bemerkenswert. 

w  E l e k t r i s c h e  und W a r m e l e i t u n g .  W i e d e m a n n - F r a n z -  

sehes  Gese tz .  A. E l e k t r i s c h e  L e i t u n g .  Dem Falle der reinen 
0 

elektrischen Leitung entspreehend, setzen wir in (47 e) ~-~ [ ] ~ -  0. Da- 

dutch entsteht: j 8 ~ e ~ m G 
= ~ - -  3 h ~  kTVo. (48) 

0 ist die elektrische Leitfahigkeit. 
a) Wir betraehten zuni~ehst den (fingierten) Fall A ~ 1 und nehmen 

(vgl. den Schhl~ des vorigen I)aragraphen) 1 konstant, also V o ~ 1 U o an; 
naeh (22) und (33) ist dann: 

nlha/G 
V o - - - l U  o - -  I A  ~--  ( 2 = m k r ) 3 1 2  " 

Dies gibt, in (48) eingesetzt, die L o r e n t z s c h e  Formel 

4 e ~ In 
~ __ ( 4 8  a)  

3 ~/2~rmkT 

b) Dagegen wird im Falle A ~ 1 in erster Ni~herung nach (31) 

und (31 b) V o ~ uo/~ (no) , wobei u o ~ log A. Ferner ist nach (46 b, c) 
and (42): 

/ 1 
t /2  

k 

( log A) = (48 b) Z (no) ~ 1 -~ 

Mithin wege~n (34) und (42 a) 
h ~ 1 (~ 

V o : l ( ~ ) l o g A  ~ 2 m k T Z  ~ "  

Aus (48) ergibt sieh daher mit G ~ 2: 

8~ e"l (~) 8~r e~l(v) (3n~2/3 
- -  3 h z  ~ - -  3 h ~ /  �9 ( 4 8 c )  

Charakteristisch ist hier im Gegensatz zu (48a) das Vorkommen 
yon ]l uncl die andere Abh~ngigkeit yon n. Die explizi~e Abhiingigkei~ 
yon T ist verschwunden; auch 1 (~) miissen wir, ebenso wie ~, in erster 
N:~iherung als temperaturunabh~ngig' ansehen. Damit beriihren wir den 
schwierigsten Punkt der ganzen q'heorie. Um die empirisch bekannte 



24 A. Sommerfeld, 

Temperaturabhangigkei t  yon a zu erklt~ren, w~re es nStig, den Begriff 

der freion Weglange t iefer  zu fassen, -also (vgl. Anm. ** auf S. 19) die 

Warmebewegung* der Metallatome und die unelastischen StSl]e der Elek-  

tronen untereiaander und mit  den Metallatomen zu beriicksichtigen. 

Zur numerischen Berechnung von 6 ist  weder (486) noch (48c)  

verwendbar,  well  darin die numerisch unbekannte Griil]e ~ vorkommt. 

Dagegen kSnnen wir  umgekehrt  ver~ahren, namlich aus dem gemessenen 6 

die Gr~Jfle yon 1 berechnen. Fiir  Ag  ist  6 ~ 1/1600 in CGS-Einheiten. 

D araus folgt nach (48 a) mi t  n ~ 5 , 9 . 1 0  ~2 [vgl. Gleichung (39 a)] und 

T----- 300 ~  
lk~ ~ 4 , 7 . 1 0 - 7 c m .  

Andererseits  ergibt  sich fiir den Wer t  yon l, aus (48 c) dutch Division 

yon (48 a) und (48c) 

/ .~ - -  1 / 2 u m k T \ g g  / ~ 11, l---- 5,2.10-6cm. 

Die von uas im Entar~ungsfalle eingefiihr~e frele Wegl~nge 1 (v-) is t  also 

wesentlich gr(il]er als die ~'der klassischen Theorie und umfaflt einige 

hundert  Atomabstande.  

Schon die allgemelne geometrische Bedeutung von l geniig~, um yon 

der Addi t iv i t~ t  der W i d e r s t a n d e bei Mischkris~allen, der M a t t h i  e s s e n-  

schen Regel, eine wenn auch schematische Rechenscha~t zu geben. Wie  im 

vorigen Paragraph  bemerkt, ist 1--~ 1/n~1~r~, wo n~ s die Anzahl  der 

Metallatome in der Volumeneinheit,  ~ r ~  ihren Wirkungsquerschni t t  be- 

deutet, t taben wir  nun ein Gemisch verscMedener Atome oder ein 

Meta]l mit Veruareinigungen, so addieren sich die Wirkungsquerschni t ts -  

summen der Bestandteile, also die reziproken freien Wegl~ngen. Beziehen 

sich also 7, 6 und 0 ~ 1/6 auf das Gemisch, l l ,  l~, 6~, 6~, Pl, O~ auf 

seine BestaIldteile, so wird 
1 l 1 

-- q + 7; 
und daher nach (48c) [ebenso wie iibrigens nach der klassischen Formel  

(48 a)] 1 1 1 
6 - -  61 + ~ '  also {) ~ @1@ @~" 

* Vgl. eine gltere Theorie yon W. Wien, Sitzungsber. d. Preull. hkad., aahr- 
gang 1913, S. 184; auch die Unabhiingigkeit der mittleren Elektronengeschwindig- 
keit yon der Temperatar, die bei uns statistisch folgt, wird dort vorausgesetzt. 
Aus der Theorie von J. F r e n k e l ,  ZS. f. Phys. 29, 144, 1924, welche in bezug 
auf die zahlenmglJige Darstellung des LeitvermSgens der unsrigen tiberlegen ist, 
folgt ebeafalls eine mittlere Geschwindigkeit der Elektronen, die von der Tem- 
peratar unabh~ngig ist und mit der uasrigen im wesentlichen iibereinstimmt. 
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Es is t  iateressant,  daI] sich Gleichung (48c) der 5ekaanten D r u d e -  

schen Formu]ierung subsumiert:  
e~l n 

6 ~--- Kons t  - -  
m y '  

sofern wir  far v (mittlere Geschwindigkei t  bei D r u d e )  unser ~, Glei- 

haben chung (42a),  eiasefizen. Die Konstante,  die bei D r u d e  den W e f t  ~: 

sollte, abet  dort  nicht einwand~rei best immt war (vg]. Anmerkung* aut 

S. 27), hat  bei uns den W e f t  1; nach der klassisehen Formel  (48a)  wfirde 

sis den Wer t  4 / ( 6  z~ ~ 0,92 haben. 

Die Zunahme des Leitvermtigens mi t  zunehmendem Drueke, die be- 

sonders in den fundamentalen Versuehen yon B r i d g m a n  zum Ausdruck 

kommt, mSchten w[r in erster  Linie niaht  ant die ~reie Wegl~nge schiebea **, 

sondern dutch Z u n a h m e  y o n  n erklgren. Dal~ grundsatzlieh die Existenz 

yon freien Elektronen im Metall eine Folge der Einwirkung der Metall- 

atome aufeinander ist, zeigt deu~lieh eine Arbei t  yon H e r z f e l d * * * ,  dis 

geradezu fiber den metall isehen oder niehtmetall isehen Charakter  von 

Atomaggregaten dadurch entscheidet, daI] die Beeinflussung der Eigen- 

~requenzen der Atoms dutch dis Polar isat ion der Nachbarn bereehnet 

wird.  Es is t  verstgndlieh, dab dureh erhSh~en Druek diese Beeinflussung 

und damit auch die Zahl der freien Elektronen erhSht wird. 

W i r  betonen bei dieser Gelegenheit,  dab unsere Gleiehsetzung yon 

Elektronenzahl  und Atomzahl  nur eine Sch~tzung der Gr(i~enordnung, 

keine exakte Gleiehheit  sein soll. So wie wir  n a]s druckabh~.ngig an- 

sehen, so werden wir  auch in spgteren Formeln elne Var iabi l i ta t  yon n 

mit  der  Temperatur  in Betraeht  ziehen. 

W i r  haben in Gleiehung (48c) nut  die erste Naherung bereehnet. 

Die zweite hangt  zwar explizite von T a b ,  kann abet  deshalb doch nicht  

die tatsachliehe Temperaturabh~ngigkei t  des LeitvermSgens erkt~ren, da 

sle neben der ersten Naherung zu vernaehlassigen ist. 

l~ber die Supralei t fahigkei t  gibt  unsere Theorie keinen Aufsehlufl; 

diese seheint auf ganz anderen Prinzipien zu beruhen. 

B. T h e r m i s e h e  L e i t u n g .  Wi r  setzen J ~-- 0 und entnehmen aus 

der ersten Gleichung (47 e) 
e F ~  2k V~ OT d _ k T O l ~  

V o d x  O x  ' 

* Hierauf hat mieh Herr J. F r e n k e l  freundlichst aufmerksam ge~lacht. 
** Im Gegensatz zu F. Zwicky ,  Phys. Rev. 29, 584, 1927. Da tibrigens 

mit ~ w~ehst and im allgemeinen aueh l (~) mit ~ ~'aehsen wird, so bedingt eine 
Zunahme yon n zugleich eine Zunahmd yon l(~). 

*** K. F. Herz [e id ,  On atomic properties, which make an element a mcLul. 
Phys. Rev. 29, 701, 1927. 
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in (lie zweite Gleichung (47e) eingesetzt, ergibt sich; 

(2 V1__3 V,) OT W:--- 16~me (kT)~V1 k - -  
3 h~ Vo ~ O~ 

Definieren wir in iiblicher Weise die W~rmeleltf~khigkeit ~ durch 

8T 
W ~  - - ~ - ,  

so folgt 

16umGk3 h ~ (kT)~VI(  3 ~  ~ -  v 1 _ 2  yo . V ~  V1) (49) 

Ogenbar mtissen mir uns vorste]len, daft beim Vorhandensein eines Wiixme- 
stromes W und gleichzeitigem Nicht-Vorhandensein des elektrischen 
Stromes J durch den betrachteten Querschnitt yon beiden Seiten her zwar 
Elcktronen gleicher Anzahl, aber unglelcher Energle hindurchgehen. 

a) Mit A ~ 1 wird nach (22) (wit setzen dabei 1 als konstant 
voraus, vgl. den Schlul] des vorigen Paragraphen): 

V o - ~ L - ~ v ~ z ~ A ,  
also 

16~lmGk 
- -  3 hS (k T )  ~ A 

und wegen (33) 
8 l ~ k ~ T 

• - -  ( 4 9 ~ )  
3 ~/~mkT 

b) In Wirklichkeit haben wit wegen A ~ 1 nach (31 c) in e r s t e r  
N a h e r u n g  (Vernachlassigung yon Uo~ ---- 2 gegen f): 

[~ _ _  o V~ ~-- '~to_ "o ---- 0,  

O, lsO 
-~-- 0 ,  (49 b) 

wie nach Fig. 3 leicht verst~ndlich: da die Energie in erster Naherung 
unabh~ngig yon der Temperatur ist, bringt ein Temperaturgeialle in erster 
Naherung keinen Energieilu~ hervor. 

Wir miissen also zu einer z w e l t e n  N a h e r u n g  iibergeben. In 
dieser wird nach (31 b, c) und (4:8 b) 

und daher nach (49) und (34) mit G : 2: 

- -  9 h ; . ~ - -  9 It \-~-~-] �9 ( 4 9 c  
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Uber  das u  dieser Forme l  zur klassischen (49 a) is t  dasselbe zu 

sagen, wie im Fa l le  der elektrischen Le l t iah igke i t  fiber das Verhaltnis 

der F ormeln (48 c) und (48 a). 

C. W i e d e m a n n - F r a n z s c h e s  G e s e t z .  Bilden wir  das Verhiilt- 

nis u/a, so fal l t  die ireie Weglange  1 sowie die Elektronenzahl  n heraus. 

W i r  erhalten, indem wi t  die klasslschen Formeln (49 a) und (48 a) be- 

nutzen, den L o r e n t z s c h e n  W e f t :  

u _ 2 T.  ( 5 0 )  

Der urspriingliche D r u d e s c h e  W e r t *  war  

: 3 ( k ~ T .  (50a)  
\ e /  

Er  stimmt, wle oft bemerkt wurde, besser mit  den Messungen** yon 

J a e g e r  und D i e s s e l h o r s t  fiberein, als der aut einer konseqnenteren 

Statis~ik beruhende W e r t  yon L o r e n t z .  Noch besser aber s t lmmt mit  

dem Mit te lwer t  dieser Messungen der.ienige Were, der  sich aus der neuen 

S ta t i s t ik  durch Division der G]eichungen (49c) und (48c) ergibt :  

6 - -  3 e T • 3 , 3  (50b)  

w 5. R i c h a r d s o n e i i e k t .  Aus dem Entar tungskr i te r ium des w 2 

geht hervor, daf  wir  es auch im Fal le  gltihender Metalle (einige Tausend 

Grad a b s o h t e r  Temperatur)  noeh mit entarteten Elektronenzustanden zu 

tun haben. Die Iragliehe Oberfliiche~ aus der die Elekt ronen austreten, 

sei senkrecht zur x-Achse. W i r  nehmen an, daft alle Elektronen und nur 

solehe austreten, deren ~7ormalgeschwindigkeit  $ grSl~er als eln gewisser 

Grenzwer t  $o ist. Dies bedeutet,  daft beim Passieren der 0berfli~che eine 

Aust r i t t sa rbe l t  

* Nach E. K r e t s e h m a n n ,  Phys. ZS. 28, 1927, insbesondere S. 578, 
wiirde der von Drude  eingeschlagene Weg bei konsequenter Verfolgung nicht 
zum Zah]enfaktor 3, sondern zu einem kleineren, dem Lorentzsehen niiher ge- 
legenen Werte fiihren. O.W. R i c h a r d s o n  hat gezeigt (vgh das Zitat auf S.22), 
daft man auf dem Loren tzschen  Wege ]eden Zahlenwert~2,  also auch den 
Drud eschen, bekommen kann, wenn man ein geeignetes Kraftgesetz zwischen den 
hr und Elektronen w~ihlt. 

** Die neuesten noch genaueren Messungen yon Gr i ine isen  und @oens, 
ZS. f. Phys. 44, 615, 1927, bestiitigen ebenialls den Drudesehen Koeffizienten. 
Ob sie mit dem etwas hiiheren Wer~ der Oleichung (50b) vertri~glich sind~ wird 
zurzeit yon tterrn G r iin e i s e n nachgepriift. 
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zu leisten ist. Aus der Existenz dieser Arbeit, die die Wirkung der 
Gef~l~wande bet den gew(ihnlichen Gasen ersetzt, verstehen wir, weshalb 
bet normalen Temperaturen und unter normalen Umstaaden fast alle 
Elektronen im Innern des ~[etalls bleiben miissen. Den physikalischen 
Ursprung yon Wa sehen wir in den Anziehungskr~ften der positiven 
Metallatome, deren Wirkung auf die Elektronen im Innern des Metalls 
sich kompensiert, die aber sofort zur Geltung kommen, wenn ein Elektron 
das Gitter der Metallatome ver]assen will. Bekanntlich kann man diese 
Anz~ehungskrafte aueh als ,Bildkraft" des austretenden Elektrons 
schematisieren. Der hohe Nullpunktsdruek, der (vgl. w 2) im Innern des 
Metalls herrseht, kann nur deshalb yon der Ober[l~che des Metalls auf- 
genommen werden, weft die ,Wandfestigkeit" besonders stark ist, eat- 
sprechend ihrem e]ektrisehen Ursprung. 

Die pro Zeit- and Fl~cheneinheit gelieferte Ladung setzen wir im 
Anschlufi an Gleichung (46) und (17a) an in der Form 

1 (~176 d e o ~ -  G - d ~ d ~ d ~ .  (5l) J = e ~ f  deo, f - -  1 • ' 

- - e  k r  §  
A 

Die Integration nach ~ ist aber jetzt nieht yon - -  cr bis -~- oc, sondern 
nut yon ~o bis ~- r162 zu ers~recken. Fiihren wir start 7, ~, deren Grenzen 
nach wie vor - -  c~ und ~- c~ sind, ebene Polarkoordinaten p ~ ~ ~- ~ 

und ~0 ein, so l~fit sleh die Integration nach qo ausfiihren und es entsteht 

o er~ 2 ~-  1 

mit den Abktirzungen: ~o 

B = A e - r e " .  (51b) 
Y -  2 k T '  

In den neuen Integra~ionsvariablea u - -~  y~ ~ und x ~ e u mit den 

G r e n z e n  u o = y $ ~ ,  x o - -  e~o w i r d  

1 ~ du 1 i ?  B 
Je -- 2V I B1 e ~ ~1 --2~, x-t-B" 

~0 "~0 

Das letzte Integral lal~t sich ahnlich wie in (30a) exakt ausfiihren: 

1 
XO 

B 2~? log (1 Ce_r~) .  
x §  
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Die Bedeutung der neuen Konstanten C ist 
Wa 

C ~ A e  -~2o ~ A e  kT 

(51 a) geht ietzt fiber in 

J - - - -  2 Z e  k h ] 2 ~ ,  od01~  + Ce-y ' ,  '2) 

0 

und durch partielle Integration in 

oo i 0 ~ dQ 

o ~- e~'~ + 1 
0 

(51 e) 

(51 d) 

Dies Integral ist yon der uns bekannten Form (21). Benutzt man ~02 
als Integrationsvariable und beriieksichtigt (51 b, e), so erhalt man, zu- 
nachst ohne ~ede Vernachlassigung: 

j _ _  2 ~ e ~ ,  G ~:~ (52) 
h8 ( k T )  ~ U 1 A e -  . 

Wie wir sehen werden, ist das Argument yon U1, yon Ausnahme- 
fallen abgesehen, k l e in  gegen  1, so da$ wir mit hinreichender Naherung 
U~ nach Gleiehung (22) bereehnen kSnnen. Daraufhin geht (52) fiber in 

2 ~ e m G  2 ~% 
J - -  - ~  ( k T )  A e  I:T (53) 

Entgegen dem, was zu Anfang dieses Paragraphen gesagt ist, machen wir 
zunachst die Annahme 

a) A ~ 1. Wit entnehmen demgema~ den Weft yon A aus 
Gleichung (33) und erhalten 

Wa 
en  

j - -  _ _  (kT)~12e ky (53a) 
~/2zm 

Dies ist die urspriingliche R ieha rdsonsehe  Formel mit der charak- 
teristischen Temperaturabhangigkeit ~T. Wir waren natfirlich be- 
quemer zu ihr gelangt, wenn wir in (51) fiir f direkt die Maxwellsehe 
Verteilung gesetzt batten. 

In Wirkliehkeit ist aber, wie wir wissen, 

b) A ~ 1. Wir haben also Gleichung (34) zu benutzten: 

h ~ 
2 m k T l o g A  ~ ;t ~ .  
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Wir schreiben hierfiir 

w, _1'" ( 3 (54) 
A = e kT, Wi  - -  2 m ; t  ~ - -  2 m \ 4 ~ G /  

und nennen W/ die ,,innere Austrittsarbeit". Nach der Bedeutung von 

A, Gleichung (20), und a, Gleichung (10), ~s~ W/ nichts anderes als das 
thermodynamische Potential ~. ]~it (54) geht (53) tiber in 

2 ~ e m G wa - ~'t 
J - -  h3 (k T )  2 6 k T (53 b) 

Diese Gleichung stimmt aul~erlich mit der yon Dushman~ yon  L a u e  
und S c h o t t k y  modifizierten R i cha rds onschen  Formel iiberein, aber 
mit einem wesentlichen Unterschiede : Die effektive Austrittsarbeit, die im 
Exponenten yon e vorkommt, ist nlcht die ,,auflere" Austrittsarbeit Wa, 

sondern die Differenz zwischen aul~erer und ,,innerer" Austrittsarbeit 

1u a - -  W/. Wahrend Wa die beim Austritt  (oder kurz nach dem Austritt) 
vom Elektron zu l e i s t e n d e  Arbeit ist, bedeutet l~V/ elne am Elektron 
beim Austritt (oder kurz vor dem Austritt) g e l e i s t e t e  Arbeit. 

Von welchen Kr~ften wird dlese Arbeit W/ geleistet? Offenbar 
yore Druck des Elektronengases, der im Innern des Metalls nach der 
Zustandsgleichung des Elektronengases herrscht und der mit hinreichender 
Genauigkeit als ,,Nullpunktsdruck" berechnet werden kann. Die mittlere 
kineti~sche Energie ist namlich nach Gleichung (36a) ftir nicht zu hohe 
Temperaturen : 

Eo Eo 3 3 (54a) 

Sie ist nach Gleichung (18b) bis auf den Faktor 2/a identlsch mit 

iOo V Po 
i v  qr 

wofiir wit nach (37a) schreiben k~nnen: 

P o _  2 It (3n~2/3 2 
n 5 2 m \ ~ . !  : -5- ]~" (54 b) 

Diese Ausdriicke (54a, b) stimmen also mit unserer inneren ius t r i t t s -  
arbeit iiberein bis auf einen Zahlenfaktor a/5 bzw. :f5" Wir erhalten 
direkt unseren iusdruck (54) ~tir W/ dutch folgende Betrachtung: An 
der Grenze unserer Gltihelektrode muff bei konstanter Temperatur T und 
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~iir J ~ 0, W ~ 0, wenn also der Ladungs- und Energiestrom unter- 
drtiekt werden soll, nach (47 e) ein elektrisches Feld wirken yon der 

Gr(il]e 0 log A 
e•  ~ kT 0----~ (55) 

Dieses Feld ist natiirlich Null im Innern des MetallsT wo A konstant 
ist, und sehr groll an der Oberflache, wo A sich sprungweise andert. Es 
wiirde am Elektron auf dem Wege yore Metall zum Vakuum die Arbeit 
leisten 

I eFdx = kTl~ A IVakuUmMetall 

Ist das Feld nicht vorhanden, so wird an dem austretenden Elektron die 
dem Vorzeiehen nach entgegengesetzte Arbeit, herrtihrend yon den nach- 
dr~ngenden Metallelektronen geleistet: 

j Metall 
W~ ~ k T log A Vakuum 

Wir entnehmen den Wert  yon k T log A wie vorher aus Gleichung (34) 
und erhalten 

h ~ 3 n  ~13 3 n  '2/3 ] 

D a n  im Vakuum gleich 0 ist, stimmt dies (auch im Zahlenfaktor) mit 
G!eichung (54) iiberein. 

Der fiir Gleichung (53 b) eharakteristische Faktor T 2 ist zwar an 
der Erfahrung sehwer zu priifen, stimmt aber, wie mir Herr R i c h a r d s o n  
persSnlich mitteilte, mit der Gesamtheit der vorliegenden Beobaehtungen 
etwas besser iiberein als der Faktor VT-in der urspriinglichen Gleichung 
(53 a). 

Wir haben oben bei Gleichung (52) vor~usgesetzt, da~ 
Wa 

Ae k T ~ l  
oder, was nach (54) dasselbe ist, da~ Wa -- Wi ~ k T ist. Dies trifft 
natiirlich unter normalen Verhaltnissen stets zu, da die Arbeitsgriil~en Wa 
und IV/ mehreren Volt entsprechen, wahrend k T, selbst noch bei 
T ~ 10 000 ~ wenigcr als 1 Volt betragt. Ware das Gegenteil der Fall, 
so wiirde eine vSllige Verarmung des Metalls an Elektronen eintreten. 

Es scheint abet, dal} M i l l i k a n  und E y r i n g  Umstande realisiert 
haben (durch Anlegen sehr starker Felder, die den Elektronenaustritt 
erleichtern und deren Wirkung noch dazu durch lokale Unebenheiten der 
Metalloberfl~iche gesteigert gewesen sein mSgen), unter denen nicht mehr 
Wa ~ Wi wird, so daft die Elektronen auch bei tiefen Temperaturen aus- 
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treten konnten. Hieriiber wird Herr W. 57. H o u s t o n  in der nachfolgenden 

Arbeit berichten. 
Das 57erhaltnis zwischen Wa und W/ wird dentlieher, wenn wlr 

unserer Griil~e Wi eine Normalgeschwindigkeit ~ zuordnen, ebenso wie 
wir der Austrittsarbeit Wa die Normalgeschwindigkeit $0 zugeordnet 
haben. Wir setzen also 

m ~ ~ ~ 

Dann besagt Gleichung (54) mit Riicksicht auf (42) 

m h 2 h __ ~, (57) 

und die Bedingung W a ~ W i verlangt 

~o>;. 
Tragen wit also die Geschwindigkeit ~o inFig. 4 ein, so liegt sie r e c h t e r -  
hand  yon der Grenzgeschwindigkeit ~, also auI dem exponentiellen 
Ast unserer Verteilungsfunktion f, wo diese berelts M a x w e l l s c h e n  
Charakter hat. 

Bei dieser Gelegenheit mSge bemerkt werden, dal~ die Messung der 
Austrittsgesehwindigkelten, wie sie sieh aus den Arbeiten yon R i c h a r d s o n 
ergaben, keinen strikten Beweis fiir die Existenz der Maxwel l schen  
u im Metallinnern lie[ern kann, sondern ebensogut mit der 
Fermischen u vertraglich ist. DaB der au~ere Befund mit 
der Maxwel l schen  Verteilung iibereinstimmt, liegt daran, da~ naeh 
Fig. 4 normalerweise nur solche Geschwlndigke~ten austreten kSnnen, die 
zum Maxwel lschen  Ende der 57erteilnngstunktion gehSren. Umgekehrt 
entsprechen die 57ersuehe yon M i l l i k a n  and E y r i n g  keineswegs der 
Maxwel lschen u und scheinen daher Zengnis abzulegen 
yon dem Verlauf der Verteilungsfunktion in griiflerem Abstand yon 
ihrem Ende. 

AuI das Problem der 57oltadifferenz, welches sich hier na~urgemal~ 
anschlie~en wiirde, mSchte ieh nicht eingehen. Ich verweise dieserhalb 
auf die zitierte INote in den ,Naturwissenschaften" und auI eine tieier gehende 
Arbeit yon Herrn C. E c k a r t ,  welche bier als iibernachster Artikel er- 
scheinen wird. Eine Fortsetzung der gegenwartigen Arbeit wird die 

thermo-elektrisehen, galvano-magnetischen usw. Effekte behandeln. 


